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Resumo

Nesta dissertacao, serao investigados os sélitons topoldgicos na teoria classica de
campos, mais especificamente, os kinks, vértices, monopolos e instantons. Esses objetos
emergem na teoria apdés um padrao de quebra de simetria, em que conseguimos criar
um mapa nao-trivial entre a variedade do vacuo e a variedade espacial analisada no in-
finito. Primeiramente, analisaremos as solucoes de kink no modelo ¢* e sine-Gordon,
encontraremos sua energia classica e, apos isso, faremos as devidas corregoes quanticas
para essas estruturas. Seguindo o processo natural, aumentaremos os graus de liberdade
da teoria e seremos levados aos vortices globais, que apresentam energia infinita. Para
solucionar este problema, utiliza-se o teorema de Derrick, em que adiciona-se um termo
de gauge na Lagrangiana, para encontrar solitons topolégicos de energia finita, o vértice
de Nielsen-Olesen. Inspirados pelo monopolo de Dirac, o mesmo processo, anteriormente
utilizado, serda necessario para encontrar o monopolo de 't Hooft-Polyakov, que possui
energia finita, entretanto, muito maior do que os colisores atuais conseguem detectar. Se-
guiremos procurando por essa particula na teoria eletrofraca, conhecido como monopolo
de Cho-Maison, e serd feita uma extensao no grupo U(1)y da hipercarga para estimarmos
a massa dessa particula. Por fim, finalizaremos a dissertacao abordando os instantons,
defeitos topologicos que surgem na teoria de Yang-Mills pura, e serd visto como essas

estruturas solucionam o problema U(1) da QCD.

Palavras chave: Sélitons topoldgicos, Métodos nao-perturbativos, defeitos topolo-
gicos, kinks, vortices, monopolos de Dirac, monopolos de 't Hooft-Polyakov, monopolos

eletrofracos, instantons.



Abstract

In this Masters dissertation, topological solitons will be investigated in the clas-
sical theory of fields, more specifically, kinks, vortices, monopoles and instantons. These
objects emerge in the theory after a symmetry breaking pattern, in which we are able to
create a non-trivial map between the vacuum manifold and the spacial manifold analysed
at the infinity. Firstly, the kink solution will be found in the ¢* and sine-Gordon model, his
classical energy will be derived and calculated and, after that, the appropriate quantum
corrections, for the masses of these structures, will be done. Following a natural process,
more degrees of freedom will be added to the system, and it will lead us to global vortices,
endowed with an infinite energy. To solve this issue, one uses Derrick’s theorem, in which
a gauge term is added to the Lagrangian, permitting one to find a topological soliton with
finite energy, also known as Nielsen-Olesen vortex. Inspired by Dirac’s monopole, the
same previous process will be applied to derive the 't Hooft-Polyakov monopole solution,
that possesses a finite energy configuration. However, the orders of magnitude are way
above what modern colliders can detect. We will continue searching for this particle in the
Glashow-Weinberg-Salam theory, also known as Cho-Maison monopole, and an extension
in the hipercharge sector U(1)y will be done, in order to estimate this particle’s mass.
Lastly, we will conclude this dissertation addressing the instantons, topological defects

that arise in the pure Yang-Mills theory, and it will be shown how this structure solve the
U(1)—problem in QCD.

Keywords: Topological solitons, non perturbative methods, topological defects,
kinks, vortices, Dirac’s monopole, 't’ Hooft-Polyakov monopole, eletroweak monopoles,

instantons.
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CAPITULO

INTRODUCAO AOS SOLITONS
TOPOLOGICOS

Em meados dos anos 60 e inicio dos anos 70, uma forma inovadora de se analisar
a teoria quantica de campos surgiu. Pesquisadores, tanto fisicos, quanto matematicos
comecaram a estudar as equagoes nao-lineares da teoria classica de campos. Algo bastante
interessante que emerge em algumas dessas teorias de campo sao solucoes estendidas, que
representam configuragoes estaveis, de energia definida e nao-singular. Tais solugoes, como
serao apresentadas, podem ser consideradas como particulas e sao comumente conhecidas

como solitons topolédgicos.

Regularmente, estamos acostumados a descrever as particulas na teoria de campos
utilizando métodos perturbativos, em que as particulas sao vistas como oscilagoes de um
dado campo fundamental. Fica evidente que o séliton, apresentado anteriormente, difere
das particulas usuais da fisica de particulas e, por isso, é extremamente interessante
estudar essas novas estruturas e como elas podem nos apresentar uma fisica nova, ou uma

forma de dualidade entre as teorias ja existentes.

Um dos primeiros modelos que apresentava a existéncia dos sélitons topoldgicos
foi a teoria de Skyrme [1], formulada em 1961, como uma abordagem topoldgica para o
modelo de Yukawa, modelo este que descreve a interacao de ntcleons, intermediada por
pions. As referéncias [2, 3] mostram, de maneira ilustre, como Skyrme se inspirou no

modelo atomico de vértice do Lord Kelvin [4], para propor os Skyrmions. Esses sélitons,
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que levam o nome do autor, sao os barions, com seus respectivos niimeros barionicos que
garantem a estabilidade topoldgica, ja que este niimero é conservado. Neste cenario, os
pions correspondem as flutuacées do campo barionico e, por outro lado, os férmions nao
aparecem como um campo fundamental. Em 1980, Witten observou [5] que o modelo
de Skyrme aparentava ser uma aproximagao apropriada para a teoria efetiva da QCD,
a baixas energias. A teoria de Skyrme nao sera tratada nesta dissertagao, entretanto,
aos interessados, a referéncia [6] apresenta um compilado de diversos conspicuos artigos

relacionados ao assunto.

Tais métodos semi-classicos sao bastante importantes e aparecem em diversas areas
da Fisica como a teoria quantica de campos, fisica de altas energias, cosmologia etc. Nesta
dissertagao, abordaremos os seguintes sélitons topoldgicos: kinks, vértices, monopolos
magnéticos e instantons. O objetivo central deste trabalho é compreender a natureza
topoldgica dessas estruturas, como elas surgem, como calculamos sua energia e, de certa
forma, como podemos detecta-las. Esses objetos, também conhecidos como defeitos topo-
logicos, ja sao observados em uma série de experimentos terrestres, alguns exemplos sao
[7, 18,19, 10, 1], e isso é uma das motivagoes para estudar esses defeitos, ja que os mesmos,

como citado, podem possivelmente ter surgido no Universo primordial.

Pensando nesse caso, em que o Universo iniciou com uma temperatura muito alta
e foi gradualmente se esfriando, por consequéncia, ele passou por uma série de transigoes
de fase e, por isso, as simetrias das particulas elementares foram quebradas em grupos de
simetrias menores. Dessa forma, nos primérdios do Universo podemos supor que tenha
existido um grupo de gauge G que unifica todas as interagoes fundamentais e, como
dito, cada interacao fundamental que temos atualmente eclodiu desse grupo de simetria,
durante as transicoes de fase em diferentes temperaturas. Portanto, a evolucao do universo

pode ser descrita por uma sequéncia de quebras de simetria da seguinte forma:

G—H—..—=>SUB)cxSU2)xU(l)y = SUB)e x U(1)em

Caso ocorresse uma transicao de fase, a partir da sequéncia de quebra de sime-
trias, o campo deveria escolher um estado vacuo dos novos estados degenerados. Para
regioes separadas por uma distancia maior que ct, tecnicamente, essas regioes nao seriam
conectadas causalmente e a fisica que ocorre em uma independe da fisica que acontece
na outra, ou seja, a definicao de uma teoria local. Dessa maneira, o campo escolhe um
vacuo aleatoriamente, logo em regioes distintas do espago os estados de vacuo sao dife-
rentes e, por isso, surgem estruturas solitonicas na fronteira desses dominios. Por mais
excentrica que a ideia pareca, todos os conceitos citados sao bem fundamentados pela
fisica de particulas, ou seja, a transicao de fase; a quebra de simetria; e o fato desses s6-
litons serem observados em sistemas terrestres equivalentes, evidenciam que os conceitos

utilizados funcionam e além disso, nao existe nenhuma razao para que o fendémeno nao



acontega. Ademais, Kibble mostrou [12] [13] que se o fendmeno ocorresse, o aparecimento
desses defeitos seria inevitavel, o que ficou conhecido como Mecanismo de Kibble. Isso tem
estimulado pesquisadores a procurarem por essas particulas exoticas e tentarem entender

o motivo delas ainda nao terem sido detectadas.

Inclusive, veremos nesta dissertacao que esses defeitos dependem da estrutura da
variedade do vacuo, que por sua vez sao definidos pela quebra espontanea de uma dada
simetria. Apresentaremos como este fato estd relacionado com a homotopia do grupo de
simetria quebrado, e como o resultado garante a existéncia e a estabilidade desses defeitos

topoldgicos.

Comecaremos tratando dos kinks, as estruturas mais basicas que podemos descre-
ver unidimensionalmente, que sao solucoes estéticas da Lagrangiana de A¢?* e sine-Gordon.
Calcularemos a massa para ambos os kinks e faremos as corre¢des quanticas para a mesma.
Veremos como utilizando as transformacgoes de Backliind, somos capazes de derivar as di-
ferentes solugoes para a teoria de sine-Gordon. Ocorre um fenomeno bastante interessante
e particular com esta teoria, j& que a mesma é dual ao modelo massivo de Thirring [14], ou
seja, sao formulacoes diferentes que descrevem a mesma fisica. S. Coleman descobriu que
nesta formulagao, o regime de acoplamento-fraco de uma é dual ao regime de acoplamento-
forte da outra, e vemos que as particulas elementares em uma teoria sao solitonicas na
outra. Isso vai contra ao pensamento tendencioso de que existe uma correspondéncia um-
pra-um entre particulas elementares e campos quanticos, e os sélitons e outras estruturas
exdticas sao tratados como entidades diferentes da teoria. Logo, uma particula solito-
nica nao é nem mais, nem menos fundamental do que as particulas elementares, nesse
caso da dualidade elas sao as mesmas, ou seja, um pesquisador nao saberia a diferenga
se 0 mesmo estava realizando um experimento no regime de acoplamento-fraco na teoria
de sine-Gordon ou em um regime de acoplamento-forte no modelo massivo de Thirring.
O tema da dualidade nao sera explorado neste trabalho, entretanto, interessados podem

encontrar 6timas explicagoes em [15].

Aumentaremos a dimensao do sistema e veremos que para obter estruturas de
energia finita, precisamos acoplar um termo de gauge na Lagrangiana. Isso é exibido pelo
teorema de Derrick, que demonstra que para duas e trés dimensoes precisamos adicionar
um termo de gauge, para quatro dimensoes utiliza-se uma acao de Yang-Mills pura e
para dimensbes maiores que isso nao possuimos configuracoes de energia finita. Para o
caso bidimensional, temos estruturas chamadas de vértices e, como feito para os kinks,
calcularemos sua energia. Na Cosmologia, essas estruturas sao conhecidas como cordas

cOsmicas, enquanto os kinks sao as “domain walls”.

Para o caso tridimensional, temos os monopolos magnéticos, propostos por Dirac
em 1931 [16]. Dirac mostrou [I7] que a existéncia de um tinico monopolo magnético garan-

tia que a carga elétrica fosse quantizada, uma proposta inovadora e impar para o modelo
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padrao. Entretanto, a energia e a massa do monopolo de Dirac sao infinitas, o que impede
sua deteccao. Nao obstante, em 1974, de forma independente, veremos como t’Hooft e
Polyakov [18] [19] encontraram um monopolo magnético como um séliton topolégico de
energia finita, na teoria de Georgi-Glashow [20]. Apresentaremos, ainda, o monopolo de
Cho-Maison [21], presente na teoria eletrofraca e como, a partir de uma andlise mais
detalhada do grupo de homotopia da teoria, somos capazes de apresentar a existéncia
dessa particula. Porém, a mesma possui energia infinita e, com isso, seguindo trabalhos
recentes [22] 23] somos motivados a realizar uma extensao do grupo da hipercarga e, fa-
zendo isso, somos capazes de estimar e encontrar uma energia finita para este monopolo.
Finalizaremos a secao apresentando formas de deteccao e os detectores que procuram
pelo monopolo, evidenciando ainda mais o desejo dos pesquisadores de encontrar essa
particula, que traria véarias respostas sobre o Universo primordial e, consequentemente, a

Teoria Final.

Concluiremos esta dissertagao com o estudo dos instantons, particulas presentes
na teoria de Yang-Mills pura, no espago quadridimensional Euclidiano. Apresentaremos

como esta particula estd relacionada com o #—vacuo e como elas resolvem o problema

U(1) da QCD.

Em resumo, estamos interessados em compreender como esses sélitons topologicos
emergem na teoria de campos e como podemos calcular sua energia, a fim de buscarmos
uma base sélida de entendimento, para que possamos, futuramente, aplicar o conheci-

mento adquirido em outras teorias ou em outros cenarios na Fisica.

Esta dissertacao tem como publico aqueles que ja estudaram, ao menos, a teoria
classica de campos, ja que neste trabalho nao faremos as devidas introducoes sobre esse
assunto. Aos que desejam referéncias sobre teoria quantica de campos, de forma geral, é
sugerido [24] 25, 20, 27, 28]. Referéncias que abordam, além disso, sélitons topoldgicos
sao [29, 30, 31],132]. Para aqueles que querem abordar sélitons topolégicos de forma direta,
sem a introdugao de campos sao sugeridos [15], 33]. Nesta dissertagao, utilizaremos duas
referéncias principais. Para o capitulo [2| seguiremos a referéncia [15] e, para os demais

capitulos, faremos uso do [30].



CAPITULO

KINKS

Um exemplo classico de um séliton unidimensional aparece da densidade Lagran-

giana abaixo

1

L= 50,0)(0"9) - V(). 1)

onde V(¢) = —im?¢? + 24" + 20 = 2(¢* —v?)? e v = \/m%, m e \ sao positivos.

Vemos que a Lagrangiana é invariante sob uma transformacao de ¢ — —¢, mas
essa simetria é espontaneamente quebrada quando o potencial assume um dos dois valores

degenerados ¢ = +wv.

A equacao de Euler-Lagrange para essa teoria é:

¢ d*6 _

= T = M0 =), (22)

Essa é uma equagao nao-linear, por isso, nao é 6bvio que exista uma solucao nao-singular a
nao ser a solucao do vacuo. Mostraremos a seguir que existem outras configuracoes que sao
minimos locais do potencial. Consideraremos que ¢(oc0) = v e ¢(—o00) = —v. Podemos
variar essa configuracao suavemente, assumindo que ela nao é a solugao, de forma a
reduzir o potencial até encontrarmos seu minimo, que nos dara a solucao estatica. Como
as variagoes suaves ndo mudam o valor de ¢ no infinito, entao ¢(oc0) # ¢(—00) e teremos
uma outra solugao nao-trivial, que é o séliton que procuramos. Veremos futuramente, o

porque disso acontece, ja que a afirmagao acima nao é um argumento rigoroso.
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Podemos avaliar as propriedades dessa solucao fazendo uma reescala das variaveis.

Se escrevermos ¢ = vf e u = mz, a equagao estatica se torna:

& f

v AV f2 —v*)uf =0, (2.3)
Ef _
(=0, (2.4)

em que impusemos a condi¢ao de que f(£oo) = +1.

Figura 1 — Uma configuracao de campo que nao pode ser deformada para uma solucao do

VACuo.
6 E T T T - ___.: —
4 B /’f’
2f
Z 0 T
< Y 7 ]
2 ,f'/f
4frf
4} //
-5 0 5
mx

Fonte: WEINBERG, E. Classical solutions in quantum field theory. p.8, fig 2.1.[15].

A energia da solucao estatica pode ser calculada, sabendo que m = g—g = ¢, a
densidade Hamiltoniana para o caso estatico é dada por:

H = / (% (%)2 - %(qﬁz — v2)2) dx > 0. (2.5)

Ela pode ser reescrita como:

H= / (%zﬂ (%)2 + 2(;‘%2 — v2)2> dx, (2.6)
_ / (%(%) 4 %}4(]“2 - 1)2) dz,



e utilizando que u = mux,

H = /m; (% (%)2 + i(f2 — 1)2> du. (2.7)

Vemos da equacgao estatica em termos de f e u que f(u) nao possui fatores expli-
citos de A ou m. Isso sugere que variagoes espaciais sao medidas unitarias se medidas em
termos de u e, entao, de ordem % se medidas em termos de z. Podemos notar, além disso,
que m e A sao constantes, logo, podem ser retiradas da integral, permitindo-nos concluir

que a energia possui ordem de “-.

Esse valor é muito maior do que a massa da particula elementar escalar, que é
dada por v2m, quando o acoplamento é fraco. Quando A — 0, o termo da massa m
¢é divergente, que explica o motivo de solitons nao serem encontrados quando utilizamos

métodos ordinarios perturbativos da teoria quantica de campos.

Voltando para a equagdo de movimento [2.2] no caso estético, podemos multiplicar

~ d
ambos os lados da equacao por d—i’, logo

d [1/dpve A
02@[5(@) — 3 2—“2>2] (28)
Com isso, ; \
2
(Y = 2 v+ 0 29)

onde C' € R. Por construcao, lim,—s 1., ¢(x) = +v. Entao, C' = 0 e, com isso,

do A2 2
%_i\/;(gzﬁ —v?). (2.10)

Integrando essa equacao, temos que:

¢(x) = vtanh [E(x — xo)] : (2.11)

Essa é conhecida como a solucao do kink, onde xy pode ser visto como a posi¢ao do kink.
Esse resultado é para o sinal positivo da equacao anteriormente integrada. A solucao para

o sinal negativo é conhecida como antikink, dada por:

¢(z) = —vtanh [E(x — :UO)] : (2.12)

Podemos calcular a densidade de energia, que é a mesma para ambas as solugoes.

1

Tal energia é concentrada em uma regiao de largura m™, centrada em zy. Fora dessa
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Figura 2 — Grafico da solugao do kink com zy = 0.

1.0F —
0.5+ 1
N
% 0.0 ;
-0.5 ,/
-1.0 b——r—xr —*"/ .
0 5

Fonte: WEINBERG, E. Classical solutions in quantum field theory. p.9, fig 2.2.[15].

regiao, o campo ¢é indistinguivel do vacuo. Apesar de existirem dois vacuos distintos em

lados opostos do kink, um observador local nao consegue perceber tal diferenca.

Figura 3 — A densidade de energia da solucao do kink com xq = 0.

.
)
(

mx
Fonte: WEINBERG, E. Classical solutions in quantum field theory. p.10, fig 2.3.[15]

Esse pico da energia sugere que o kink poderia ser interpretado como uma particula

e podemos calcular a energia da mesma fazendo:

H = / (% (%)2 - 2(& - v2)2> da, (2.13)



substituindo ¢(z) e % do kink, temos

oo 4
4 = / % dz , (2.14)
> cosh* {%(w — xo)]

O resultado dessa integral, como estamos utilizando unidades naturais (h = ¢ = 1),

¢é dado por:

2\/§m3
M, =——. 2.1
T3 (2.15)

Veremos na préxima secao a correcao quantica para essa massa, ja que, por hora,

essa massa ¢ apenas uma aproximacao classica.

Se interpretamos o kink como uma particula, precisamos de uma solugao viajante,
ou seja, que se propague no tempo. Como existe uma invariancia relativistica, podemos
supor um referencial que se move para a esquerda com velocidade u. Com isso, nossa

solucao estatica se torna uma solugao viajante que pode ser escrita da forma:

5= (2.16)

¢(z,t) = vtanh [m ($_Ut—$0)],

Podemos reescrever a equagao acima como um ¢(x,t) = ¢o(&; N), onde & = = —

ut —xg e N =%\, em que v2 = (1 — u?)~L.

Sabendo que ¢(z,t) = ug(&; N) e que d(z,1)" = do(€; V) entdo,

0? 0?
7L T AE —e=0, (2.17)

(u? = 1)y (& N) + go(& N)(dg(& N) — v*) = 0. (2.18)

Mas sabemos que ¢(&; \') satisfaz a equagao estatica logo,

— ¢ + X (¢5 — v*)¢o = 0. (2.19)

Desse modo, substituindo na equacao anterior, temos:

(u® = DN(¢g — v*) o + Ado(¢f — v*) =0, (2.20)

(0% = 1)\ + Ndo(@3 —v?) = 0. (2.21)
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Usando que 72 = (1—u?)~!, entao ¢(x, t) é nossa solucao viajante que descreve um
kink contraido se movendo com velocidade u. A energia dessa solucao pode ser calculada

como abaixo, resultando em:

B 196, 1,06
B [ ds| 007+ 5 Gor + V(e o
. Mcl '
Ve

Esse resultado ¢é extraordindrio, ja que a energia é o mesma que a esperada para

uma particula de massa M, e velocidade u.

Vale ressaltar que a existéncia do kink se baseia puramente no potencial V(¢)
possuir multiplos vacuos degenerados, e que o campo no infinito se aproxima dos mes-
mos. Essa relacao da topologia do vacuo com a topologia do espago resulta em sélitons

chamados de sdlitons topologicos.

E crucial entendermos que a existéncia do soliton se baseia puramente na topologia
do vacuo, mais precisamente na variedade do vacuo, que sera definida em capitulos futuros.
Com o vacuo sendo mapeado no infinito por ¢, vemos que teremos quatro classes distintas

desse mapeamento:

{(z = —o0) = (¢ = —v), (z—=00) = (¢ —v)},
{(z = —00) = (¢ = v), (v —00)—=(¢—0)},
{(z = —0) = (¢ = —v), (xr—00)—=(p—>v)},

{(z = —0) = (¢ = v), (xr—00)—=(p——v)}.

E impossivel transitar por essas classes sem passar por uma configuracao de energia
infinita, ou seja, precisa-se de uma energia infinita para pular de uma classe para outra,

o que sugere uma estabilidade da solucao.

As duas primeiras classes sao topologicamente triviais E| Os setores do kink sao
topologicamente nao triviais. O kink pertence a terceira classe e o antikink a quarta.
Além disso, como visto, a configuracao do campo, com energia minima, no setor do kink
¢ a solugao do séliton. Como a energia ¢ minima, pelos mesmos motivos discutidos ante-

riormente, tal solucao é estavel. Dessa forma, qualquer configuracao de campo, distinta

I E importante ressaltar que isso é valido para sélitons topolégicos, uma vez que existem sélitons néo-

topoldgicos, como os Lumps, que possuem carga topolégica nula.
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do séliton, para cada classe, possui uma energia maior do que a do mesmo. Resumindo,
pode-se dizer que a existéncia de sélitons topologicamente estaveis se deve a existéncia de

mapeamentos nao triviais do infinito espacial para a variedade do vacuo.

As classes de um mapeamento sao uma propriedade topoldgica, assim como as

seguintes defini¢oes. Definiremos a seguir a corrente topoldgica,

1
nwoo_ v
‘]top = %Eu 3qu5, (223)
onde e = —e"* e ® = 1. A anti-simetria de ¢*” garante que o divergente da corrente

seja nulo, ou seja, d,Jf,, = 0.

Por definicao, a carga topoldgica correspondente a essa corrente, é dada por:

Qtop = \/_C: dxjo = % /_Z d$81¢, (224)
= - [9(00) — 8(~00)], (2.25)

que ¢ igual a 1 e —1 para o kink e o antikink, respectivamente. Essa carga topoldgica
nao é obtida via o teorema de Noether, ou seja, ela nao esta associada a uma simetria da
Lagrangiana. Essa carga é, na verdade, um certo tipo de propriedade topoldgica, assim
como as defini¢oes de compacidade, aberto, fechado, conexo etc. Tal carga é conservada
ja que nenhum processo de energia finita consegue mudar o valor assintético do campo,

ou seja, seu vacuo.

Esses métodos podem ser aplicados para qualquer potencial V (¢) que possua dois
ou mais vacuos degenerados. Usando o fato que ¢(+o0) precisam ser minimos do poten-

cial, e usando a equacao do campo estatico,

d*¢ dV
0=———. 2.26
dz?  do ( )
Novamente, multiplicando a equacao por Z—‘ﬁ, temos que
do
— =+ 2V(9). 2.27
v (%) (227)

Podemos utilizar a identidade de virial,

/_ Z dx E (fl—f)?] _ /_ Z v (6). (228)

Dessa forma, podemos integrar a relagao, antes encontrada,

_ [ dd
x—j:/o ok (2.29)
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onde ¢(0) = ¢g. Para um potencial que varia suavemente, a integral claramente diverge
quando ¢(z) aproxima um dos minimos. Dessa maneira, quando x varia de um infinito
para o outro, o potencial precisa variar monotonicamente de um para o seu adjacente.
Dessa forma, ¢(x) nao pode se aproximar do mesmo minimo em infinitos diferentes, ou
seja, nao existem soélitons topolégicos para a carga topoldgica nula. Ou melhor, nao

existem solugoes estdveis para teorias com apenas um vacuo.

Podemos escrever a energia do kink de uma outra forma, denotando ¢; e ¢5 como

os dois véacuos da teoria, e supondo que ¢ > ¢, temos:

E = 2/00 dzV (o) = 2/¢ dgb(%) 71V(¢) = /@ dor/2V (). (2.30)

o0 1

Séliton de sine-Gordon

Outra teoria que apresenta o surgimento de solitons é a teoria de sine-Gordon,

V(g) = m [Cos (ﬁ) - 1]. (2.31)

A equacao de Euler-Lagrange da mesma é:

cujo potencial é dado por

0 (2.32)

2o 2o md . (\/Xd))
= my{—|.

e w T A\ n
2mm

Este potencial é periddico, com um minimo degenerado em ¢ = ( Y JN=Nv; Neg¢

Podemos obter as solugoes estaticas do kink e do antikink utilizando a equagao
do campo estatico, ja apresentada. Dessa forma, a solucao do kink entre o vacuo Nv e
(N +1)v é

2
d(x) = Nv + v arctan[em(“"”‘))], (2.33)
T

e a energia do kink de sine-Gordon ¢é dada por:

3
M, = 8%. (2.34)

2.1 Corregdo quantica da massa do Séliton

Na mecanica quantica, costuma-se pensar que uma particula possui uma posigao

classica se existe um estado em que as incertezas na posicao e na velocidade sao pequenas,
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se comparadas a alguma outra escala relevante no problema. Isso acontece, por exemplo,
no caso em que a massa dessa particula é suficientemente grande. Existe uma correspon-
déncia similar para a teoria quantica de campos, onde podemos discutir um perfil classico
se existe um estado com pequenas incertezas tanto no campo, quanto na sua derivada
temporal, ou seja, se um campo quantico é observado a uma distancia muito curta, as
flutuagoes quanticas serao imensas, e divergem a medida que nos aproximamos cada vez
mais. Em distancias macroscopicas, perderiamos o nosso carater quantico que desejamos,
dessa forma, precisamos escolher uma distancia que, simultaneamente, obedeca os dois

regimes.

Podemos escolher uma distancia conveniente L, que é pequena se comparada a
escala classica, mas que é grande o suficiente para que as flutuagoes quanticas do campo
sejam pequenas se comparadas a variagao do campo classico naquela regiao.

Tanto para os kinks de A\¢* e de sine-Gordon, a variacao do campo ocorre a uma

distancia da ordem de m ™!, entao escolheremos a distancia L de tal maneira que L < m™*.

Como % SRS ’;—;, a variacao do campo classico nesse regime é
dp m?L
Aor)g~ L—~ ——. 2.35
( ¢L) l dx \/X ( )
Para o caso quantico, podemos definir um campo em n dimensoes por
0u(0) = g [ v 5 o) (2.36)
T) = - e 2L ). .
= orrys | Y
Podemos estimar as flutuagoes quanticas de ¢, fazendo:
(A¢L)3u = <0‘¢L(O>2‘0> (2.37)
1 y2 22
= (%TT)”/d”yd"ze_%?e_n?<O‘¢(y)¢(z)‘0>. (2.38)
Sabemos que o ultimo termo é o propagador, definido por:
A"k eik~(y—z)
0 2)|0) = , 2.39
06l = [ oy (239
Encontramos, entao, que:
A"k €_k2L2
A¢r)2, = / : 2.40
( ¢L)qu (27’(’)" 2\/m ( )

Como ja preestabelecido, estamos interessados no regime de L < m~!. A integral

acima apresenta dois resultados:
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VIn(1/mL), n=1,
(A¢L)qu ~ (n=1)
L= =, n > 2.

(2.41)

Nesse caso utilizaremos o kink unidimensional, e além disso queremos que (A¢r)u <

(A¢L)e, entao temos

m2L
%

Noés conseguimos encontrar um L < m™! que satisfaca essa condicao enquanto

A
m2

In(1/mL) <

(2.42)

estivermos no regime do acoplamento fraco, ou seja, é pequeno. Ja para o critério da
constante de acoplamento forte, o soliton classico ainda é uma solucao para as equagoes
de campo, entretanto, suas implicagoes para a teoria quantica sao mais complicadas de

resolver, como veremos.

Dessa maneira assumiremos, por hora, que estamos em um regime de acoplamento
fraco. Neste limite, a solucao do séliton classico nos leva a uma familia de estados quanti-
cos com energia igual a energia do séliton classico. Veremos que os efeitos quanticos dao
corregoes a energia do kink cléssico devido a flutuagoes no campo quantico de ponto zero.
Como dito, se assumimos que estamos em um regime de uma constante de acoplamento
fraca, essas corregdes sao pequenas. Dessa maneira, quantizar o kink significa avaliar to-
dos os niveis de energia do kink e desenvolver uma estrutura para aplicar a teoria quantica
de campos neste cendrio. Isso envolve identificar todas as excitagoes na presenca do kink
e suas interagoes. Utilizaremos métodos perturbativos bastante analogos aqueles usados

para estudar o vacuo da teoria. Faremos a seguir a forma padrao.

Comecaremos encontrando a solugao que corresponde ao minimo do potencial.
Como no caso dos vacuos encontrados, que sao degenerados, escolhemos um, por exemplo

¢ = v. Se definirmos ¢,,. = v, podemos escrever

¢(w7 t) = ¢’UCLC + n(x7 t)? (243)

dessa forma, reescrevemos a Lagrangiana [2.1] em termos de 7.

Expandindo o potencial, temos:

0 / 1 " 2
~ V((bvac)(n) + V (¢’UULC)TI + V ((bvac)n —+ O(n3) + ... (244)

0! 1! 2!

V(9)

Por defini¢ao, como ¢, é um minimo do potencial, entdao V'(¢ye.) = 0.

Entao, nossa Lagrangiana é reescrita como:

1 \Vedd vac 2
£ = S(0,0)(0°0) ~ V(puae) — LT

5 —0n®) — ... (2.45)
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Dessa forma, a Lagrangiana é escrita como:

L= ‘Ccl + £quad + Einta (246)
onde
L= —/dan(d)mC), (2.47)
¢é a energia classica,
1 2 Loy 2
‘Cquad = dx |:§ (aﬂ]) - §V <¢vac)n ) (248)

que contém termos quadraticos em 7, e o termo L;,;, que contém os termos ctibicos ou de

maior ordem de 7.

Podemos aplicar a equagao de Euler-Lagrange no termo L4, ficamos com:

8M0N + V”(¢UGC) n= 0, (249)

(O + V" (¢vac))n = 0. (2.50)

Essa equagao é conhecida equacao de Klein-Gordon. Podemos separar a equagao

acima, em uma parte temporal e outra espacial e, desta forma, temos:

V00| @) = 21 (251

a2

que correspondem a solugoes periddicas n(z,t) = f;(x)e ™" das equagoes de campo line-
arizadas. Como ¢é de praxe, podemos escolher um f;(x) ortonormal e expandimos campo

como,

n(z ) =Y [e;(t)fi(x) + h.cl, (2.52)

J
dessa maneira podemos repetir o mesmo processo padrao para o campo de Klein-Gordon

e encontrar a energia dos infinitos osciladores dada por:

Epoa =Y (ns+ %)wj. (2.53)

J

De fato, existe um problema imediato, ja que a soma das energias de ponto-zero
sao infinitas. Existem varias maneiras de resolver tal problema, neste caso adotaremos
a forma de subtrair um termo constante apropriado da Lagrangiana, 0 F, cujo valor foi
escolhido para deixar a energia do véacuo finita ou zero. Também incluimos os efeitos

dos termos de interacao na Lagrangiana, que dao uma contribuicao a energia do vacuo.
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Em geral, esta correcao também ¢ infinita, e deve ser compensada pela adicao de um

contra-termo chamado de L., dessa maneira temos:

L=Lg+ »Cquad + Lint — OE + L. (254)

Logo, a energia do vacuo ¢ dada por

1
Evac = Ecl(gbvac) + 5 ij + 6E + Ect(¢vac> + EES) (255)
J

as reticéncias representam termos que sao de primeira ordem do acoplamento.

Podemos fazer o mesmo processo anterior e obter as corregoes quanticas da energia

do kink estatico e espectro dos estados vizinhos. Dessa maneira, escrevemos
O(x,t) = Opink(x) + 1(z, ). (2.56)

Todas as equacoes anteriores podem ser trocadas de ¢4 pOr @rink, lembrando que
o ultimo possui uma dependéncia nao trivial com x. Algo extremamente importante de
se ressaltar é que os contra-termos, inclusive o §F, sao constantes que ja foram fixadas e
calculadas no setor do vacuo. Estamos considerando uma tunica teoria, com uma tnica
Lagrangiana e precisamos que os valores tanto finitos, quanto infinitos, sejam os mesmos

tanto no vacuo, como no kink. Dessa maneira, temos que

Mkink = Eklnk - Evac

(2.57)
=AE,+AE,, + AE,4 + O()\),
onde
A-Ecl - Ecl(¢k:mk) - Ecl(gbvac) - Mcl7 (258)
1 kink 1 vac
que nada mais é do que a soma dos osciladores da energia de ponto-zero, e
AEct - Ect(¢kink> - Ect(¢vac)7 (260)

que é a contribuicao dos contra-termos. Apesar de termos algumas quantidades diver-
gentes, mostraremos que o resultado é finito. No setor do vacuo os modos normais sao
familias de ondas planares fi(z) = ¢**. O nimero de ocupacio correspondente especifica
o numero de particulas com momento k, que varia de —oo até co. Como a particula de

massa elementar tem massa igual a v/2m, existem um espectro continuo de frequéncias

w(k) = VK2 4+ 2m2, (2.61)
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que comegam em +/2m. Podemos substituir essa fungdo em n(z,t) = f;(x)e ™", seguir
o procedimento padrao e encontrar a teoria de perturbacao em termos dos diagramas de
Feynman. Para o caso do kink, podemos fazer o analogo com o caso do vacuo e tentaremos
encontrar os modos normais, que sao solucoes da equacao do autovalor [2.51] entretanto,

neste caso, estaremos interessados na analise com ¢gink,

[— dd—2 + V”(gbkmk)} file) = wi fi(x), (2.62)

onde

V" (Grink) = 3APink” — m?, (2.63)

Ts(@— xo)]

CcOMO Qpint = v tanh

V" (Prink) = 3)\— tanh? [%(m — xo)] —m?, (2.64)

= m2{3 tanh? [%(z - $0)] - 1}, (2.65)

— 1+(2—2)}, (2.66)

= 7712{3tanh2 [%(w — o)

Ulz) = V'(2) = m2{2 _ 5 } (2.67)
cosh? [%(m - xo)]

Vemos imediatamente que o espectro dos autovalores incluem um comeco continuo

em U(+oo) = 2m?. Também existem autovalores discretos.

Sem mesmo usar uma forma explicita da solugao do kink, podemos mostrar que
deve existir um “modo zero”, com w = 0. Lembre-se de que o kink obedece a equacao

estatica [2.26, Com isso, diferenciando esta equacao por x temos,

2 ddn d_
0=—"5 < q;’; ’f) + -V (Grimk (2)), (2.68)
. d2 d¢klnk " d¢kznk
0= —w ( d ) +V <¢kmk($)) ( I ) , (269)

el (8)0 (2)

ou seja, isso mostra que fo(z) = (‘j—ﬁ) ¢ uma solucao da equacao, cujo autovalor é w? = 0.
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Este resultado gera uma série de consequéncias interessantes, e ele nao deveria ser
uma surpresa. A presenca do modo zero é devido a arbitrariedade da posicao do centro
de massa xy. Ja que (‘M)C’Z—;”’“) nunca desaparece, pois o potencial, nesse caso, nunca é nulo,
fo nao tem nés. Com isso, no nosso problema nao existem modos com w? < 0. Isso é um

fato essencial, j4 que um w imaginario corresponderia a uma instabilidade no kink.

Para que fique claro o que vamos fazer a seguir, vale uma exposicao e explicagao
dos resultados que serao apresentados. Estamos interessados em solucionar a equacao
de autovalor [2.51] para o kink. Essas solugbes aparecem utilizando o método de fungoes
hipergeométricas, que nao serao abordadas a seguir. Dessa forma, de maneira justa, nos

basta provar que os resultados, de fato, sao solucao da equacao.

Existe mais um autovalor discreto para a equacdo, dado por w;? = %, cuja
autofuncao é dada por
sinh [ z0)]
f1<£L'> = T\fﬂm) (271)
cosh”[=7=]

Prova:

Termo da derivada:

_dd—; filz) = ’%2(5 f1(z) sech? [M} — f1(z) tanh? {M} ) (2.72)

Termo do Potencial:

m?{ 2 —
cosh?[

Somando os dois termos:

Y } fi(x) (2.73)

P tesect | M B o) |0 -
o) M=)
_mTQS@C}ﬂ {m(a:T;xo)] — m?zfl(x) tanh? [%} +2m? fi(x) (2.75)

fl(x)(—%nf +2m?) = ngfl(x) (2.76)

De fato, vemos que fi(z) é solugao da equagao, com o autovalor igual a %mQ.

Encerrados os modos discretos, temos que analisar os modos continuos, que sao
denotados por wy = Vk? + 2m? com autofuncgao igual a
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Fulz) = eikm{3m2 tanh? [%(x - xo)] —m?—2k?—3v/2imk tanh [%(x - xo)] } (2.77)

Como feito anteriormente, mostraremos que o resultado acima ¢é solucao da equa-

¢ao.

Prova:
Termo da derivada:

2
() =R fy(a)

+ m? sech? [%(w - xo)] ek( — 9ikm+/2 tanh {%(az‘ - xo)]

— 6k% — 3m? sech? {%(Q; _ xo)} + 6m? tanh? {%(I _ xo)] +3m? — 3m2),
(2.78)
=k f(x) + m® sech? {%(w — l’o)] eilm( — 9ikm+/2 tanh [%(az — xg)] .
— 6k — 3m>(sech’ [%(m -~ xo)] — 1) — 3m? + 6m? tanh’ [%(m - xo)] ) |
—k2 fi(x) + m? sech? [%(g; = xg)} ¢ (—9ikm\/§ tanh {%(l« - :1:0)]
— 6k2 — 3m? + 9m? tanh? {%(l« - xo)] ) , -
_d2§;g$> = k2f(x) + 3m? sech? {%(;p - ;EO)} fula). (2.81)
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Termo do potencial:

3m? fi(x)
cosh? [ 75 (x — 20)]

Ul(z) fi(z) = 2m® fr(z) — : (2.82)

onde U(z) = V”(z). Fica evidente que wi = (k* + 2m?) é autovalor, cuja autofuncao ¢
dada por fi(x).

Para esta solugao, percebemos que quando x — o0,

lim | fi(2)] = {3m2 —m? 2k — 3\/§imk}, (2.83)

= \/4(m 2 4 18m2k2eilkr+30(k)] (2.84)
onde a fase (k) é

(2.85)

3V2 mk

d(k) = —2arct
(k) arc an( SR k:2>
A escolha do arco tangente é conveniente ji que quando |k| — oo,d(k) — 0.
Para um k positivo, d(k) decresce monotonicamente, com 6(0%) = 27 e §(c0) = 0. Para
um k negativo, 6(—k) = —d(k). Vale ressaltar que os termos dentro do arco tangente

representam a fase, que é a parte imaginaria sob a parte real.

Como temos as solugoes da equacao podemos tentar calcular a contribuicao
da energia de ponto-zero, entretanto, nossa expressao do kink contém integrais divergentes
das energias de ponto-zero dos modos continuos do kink e do vacuo. Podemos regula-las
escolhendo um espago unidimensional de comprimento a, e impor condicoes periddicas em
n(x), com o limite @ — oo a ser feito no fim das contas. Isso faz o espectro ser discreto e
nossas integrais se transformam em somatorios, ainda assim divergentes. Para torna-los
finitos, podemos imaginar o espago com 2N pontos, que consiste em 2N modos normais,

onde levaremos N para o infinito.

Os modos normais do vacuo se tornaram discretos e obedecem a seguinte propri-

edade
k,"%a=2mn, n==+1,+2,..... N (2.86)

e os modos “continuos’do kink obedecem

ka0 4 0k FE) = 27, m = 2,43, . N, (287)

Pela convengao da mudanga de fase, &, ™" = —

ma > n > 0, enquanto para n > ma

(k"™ — k" )a = —6(k,"*) + O(a™), (2.88)
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tende a zero.

A diferenca das energias do ponto-zero pode ser escrita como

1 ) 1 . )
AEzp — 5(Wokmk _ wilvac> + 5(wlkmk . wlvac) + Z(wnkmk . wnvac). (289)
Os dois primeiros termos nos dao

(o V2m) + 1(f —V2m) = (@—\/i)m. (2.90)

O 1ltimo termo da equagao é uma contribuigao dos modos continuos do kink e o
restante dos modos do vacuo, onde o prefator foi cancelado ja que aparece um fator de
2 quando vamos fazer a soma com apenas os valores positivos de n. Podemos avaliar essa

contribuicao da seguinte forma

N N

Z(wnkmk vac Z [\/ l{? kznk 2 4 9m2 — \/(knvac)g +om2|. (291)
n=2 n=
Reescrevendo a relacio (k"™ — k,"*)a = —0(k,"*) + O(a~") como

(5(knwc)
a

knkink — knvac o =+ O(a72)’ (292)

anvacd(knvac)

(e F7Y2 = (6, 72)2 — 62(k, ") O(a™2) + O(a~) — " (2.93)

+ 2k,"O(a72) — 26(k, ) O(a™?),

- 2anCLC5 k.n'l)ac
e
(2.94)
Substituindo essa relagao em [2.91] temos
N 2k 'Uacé(k ’Uac)
LHS de 2911 = Z [\/(kn”“)2+2m2 _ % 4. = \/(knvaC)z +2m?2|, (2.95)
n=2
N
2knva06(knva0)
=57 | Vo2 2m2 1 — = VB om2 |, (2.
TLZ[ + m \/ ((knva6)2_|_2m2)a + \/( ) +2m ( 96)

— Z [\/(kn”“)2 + 2m?2 (1 — \/1 — ((Zif;ﬁfgm + O(a—2)>] : (2.97)
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Utilizando a expansao v1 —x ~ 1 — %x, ficamos com

knva05(knvac>
(k)% +2m?)

N
ST
n=2

" +0(a™?)|.

Se tomarmos o limite de N — oo e a — 0o, ficamos com

N
1 1 [
— E — — / dk.
a 2m Jo

n=2
Com isso a equacao [2.98 se torna

L[ ka(k)

_% 0 k2 +2m?2 .
Integrando por partes, sendo u = d(k) e dv = ﬁ, entao
du = j—,‘i e v = Vk? 4+ 2m?, temos dessa forma:
1 e 1> do
——0(k)Vk? 4 2m? () + —/ V2 4+ 2m2—dk(*x)
2m o 2 J, dk
Como sabemos que 0(k) = —2arctan (%imgz’fm), entao:

do —6v2m(k? +m?)
dk — 2k* 4+ 5k2m2 + 2m*’

Logo, o segundo termo (**) fica da forma

™

_l/°° 3V2m(k + m?)?
o 2R +m)(VEEtm2)

3v/2 o (k? +m?)
_ove 7
2t Jo (K2 + 5m?)VE2 +m?
C3V2 (R4 gm® — gm? + )

2 Joo (K2 + im?2)VE2 +m?

_3\/§m/°° dk _3\/§m/°° m?dk
o Jo VEPEm? 2m 0 Jo (K24 im?)VEZ +m?

_ _@m/“’L Ve
a 27T 0 \/k2—|—m2 6

Para a parte superficial da equagao (*), temos:

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)
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1
—— [ lim 6(k)Vk?+m? — lim d(k)VE?+m?2|. (2.106)
21 | k—oo k—>0+
Como §(00)VE2 +m?2 ~ 3v/2m e §(07) ~ 27, entdo o resultado a integral é
. , 3v2m
—— | lim §(k)VE2 +m? — lim §(k)\WVE2 +m?| = =~ + V2m. (2.107)
21 | k—roo k—>0+ 2w

Adicionando todas as contribuicoes antes calculadas dos modos continuos e dos

discretos, ja que

AE,, = %(kamk — w_1"€) + %(wlkinkz — w1 + nz:;<wnkink — Wy, (2.108)
AE,, = (? —V2)m + nﬁ;(wn’mk — w,"), (2.109)
AEZP—(§—\/§)m— 3ﬁm+\/§m—@—¥m/ow\/%, (2.110)
AE., = (%g—ﬁ)m—%m/om\/%. (2.111)

Depois de todos esses passos, encontramos a contribuicao dos termos de ponto-zero,
entretanto, o resultado ainda é divergente. Uma forma conveniente de renormalizacao é

cancelar esta integral incluindo os contra-termos da Lagrangiana, que sao dados por

AFE., = —%5m2/d$[¢kink(x)2 - gbvac(x)Q], (2.112)

onde dm? pode ser calculado como

1
Lo = §5m2¢2, (2.113)
sendo que,
om?® = —3i\ / &k L (2.114)
B (2m)2 kkt — 2m?2 + i€’ '

dk dky
_ i) 2.11
3 / (27)2 k2 — k2 — 2m? + i€’ (2.115)
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(2.116)

3i) . dko
- _472/‘”“(2“) Res(k:g k2 —2m? +z‘e>'

Vemos que os pélos da equacao sdo Vk2? + 2m?2 — ic e —/k? 4+ 2m? + ie, entao

3)

dko 1
= — [ dk Res . 2.117
2m </€0—\/k:2+2m2+i6 ko+\/k2+2m2+ie> ( )

Dessa maneira, escolhendo o pélo v k? + 2m? — ie e fazendo lim e — 0, temos

3N [ dk
— _— 2.118
2m /Oo 2V k? + 2m? ( )

Com isso,

3N [ dk

E/Oo Vi1 2m?’ 2419
3\ [~ dk

“%l, e (2:120)

Figura 4 — O diagrama de Feynman que produz a integral divergente na teoria ¢*.

Logo a integral para o contra-termo ¢é calculada como

[ dlorin (@ = bl 2.121)
= / dx [UQ tanh? [%} —UQ} ,

— / v? (sech2 {WD dz, (2.122)

2 2 o)
L sech? [
Ao

m(z — xg)

V2 }d”“"’

B[]

3 % (2.123)
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jfﬂ) . (2.124)

/dl‘[d)kmk(x)Z — Guac(®)’] = ( A

Rearranjando todos os resultados encontrados, vemos que,

AEy = (—%) [% /OOOJ% (—@) : (2.125)

3v2 o0 dk
AE, = Y~ S — 2.12
4T Ton m/O VEE+m?’ (2.126)

podemos perceber que ela cancela exatamente o termo divergente da energia de ponto-

zero. Somando todos os resultados encontrados anteriormente, finalmente, temos:

:2\/§m3+<\/6 3\/§>m A

3 o |m o), (2.127)

para a energia do estado fundamental do kink. Esse é o estado em que todos os modos
dos osciladores estao no estado fundamental. Entretanto, também existem estados de
energia maiores onde os nimeros de ocupagao (n;) sao diferente de zero. Para os modos
continuos, eles representam os estados de espalhamento que contém bdsons elementares
se movendo na presenca do kink. Os quanta do modo discreto com w = %m podem
ser interpretados por bdsons confinados ao kink. O modo w = 0, pode representar uma

matéria diferente, ou seja, uma excitacao interna da particula kink.

Este modo sera tratado de uma melhor maneira a seguir, ja que ele leva a algumas
patologias a aplicagdes da nossa teoria. Isso ocorre ja que um oscilador com frequéncia
zero nao € de fato um oscilador, logo, nao poderiamos imaginar que exista uma maneira
de definir um nimero de ocupacao a esses estados. Na proxima secao, resolveremos esse

problema.
Quantizacao do kink de sine-Gordon

O mesmo processo feito para o Séliton da teoria A¢* pode ser feito com o de Sine-
Gordon, assim como qualquer outro séliton que viermos a encontrar. Ou seja, da mesma

forma, as equagoes abaixo sao validas.

Mk:ink = Ekink - Evac
=AE,+AE,,+ AE,;+ O(\),

onde

AEwcl == Ecl(¢k'mk) - Ecl(‘ﬁvac) = Mcla
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1 kink 1 vac
» _ E . — _ E . ,
AEZ 5 Wy 9 W
J J

é a soma dos osciladores da energia de ponto-zero, e

AEﬁct = Ect(¢klnk> - Ect(¢vac)-

Entretanto, as equagoes, obviamente, serao diferentes. Repetindo-se os mesmos
processos podemos tentar encontrar os modos normais que obedecem a equagao abaixo,
d2

" _ 2
[_ +V (gbvac) fj(x)_wj f]([)’})

dx?

Neste caso, precisamos encontrar quem é V" (¢ (x)). Sabemos que o potencial,

para o caso do sine-Gordon é dado por

4

Vg

V(g) = —mT [cos (7) — 1}, (2.128)
logo,
V"(¢) = m? cos (%). (2.129)

Como j& vimos a solugao do kink em [2.33] entao

V" (¢a) = m? cos {%(NV + 2% arctan[em(w‘m)])] (2.130)

2
= mg{ Ccos (\/—XNV) oS (\/—X—V arctan[em(m_m)]) ;

m m T
A A2
—sin <£NV> sin (\/—_—y arctan[em(x_x(’)]) }
m m T
Como v = 2’%\”‘, entao temos que

= m2{ cos (27TN) cos (4 arctan[em(x_x(’)]) — sin (QWN) sin (4 arctan[em(x_x‘))]) }

(2.132)

(2.131)

Por fim,

V"(¢pe) = m? cos (4 arctan[em(””_m)]) : (2.133)
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Podemos reescrever esse potencial de uma maneira mais conveniente, utilizando
que cos(4x) = 2cos*(2z) — 1 e que cos®*(2z) = (=1 + 2cos?(x))?, considerando que u =

arctan[e™®=20)] temos que:
V() = m3(2((~1 + 2cos(u))?) — 1), (2.134)
expandido os termos, vemos que
V" (¢a) = m*(2(4 cos*(u) — 4cos®(u) +1) — 1), (2.135)

com 1isso,

V" (¢pe) = m*(8 cos*(u) — 8cos®(u) + 1). (2.136)

Podemos substituir « = arctan[e™®~?0)] ¢ utilizar a identidade cos(arctan(y)) =
1

em que y = ™" ficando com

" _ 2 8 _ 8
V(gzsd)_m(<1+€2$>2 (1+éﬂ%1)' (2.137)

Os dois primeiros termos podem ser reescritos como:

8 8 )
(1+e2mo)2 (1 + e2mo) = —2sech”(mz). (2.138)

Dessa forma, o potencial pode ser reescrito como

V"(¢a) = m* (—2sech’(mz) + 1) . (2.139)

Como discutido anteriormente, pela arbitrariedade da posicao do zg, temos que

w2=0ce fo(z) = % precisam ser uma solucao discreta. Para mostrar que o potencial é
~ ~ . . .~ 2

solugao da equagao de autovalor, realizaremos a substitui¢ao, onde fo(x) = 2% sech(mzx)

2 _
e w; = 0.

Termo da derivada:

d2 4 4

2m 2m
——— fo(x) = == sech®(mx) — —= tanh® h(ma).
72 fo(z) 7 sech’(mz) anh”(max) sech(mz)

VA

Termo do Potencial:

U(z)fo(x) = 4% sech®(ma) — 2% sech(mzx).

Podemos ver que a soma dos termos é nula e, de fato, o potencial encontrado esta

correto. Diferente do caso do A¢?*, o equacao acima apenas apresenta um tnico modo
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: , . k  ik—m tanh
normal discreto. Para o caso continuo, o resultado é dado por fi(z) = e** (%)

e wr = VEkZ+m2.

Prova:
Termo da derivada:

d2
@fk(x) = (2m? sech2(mx) + k) fi(z).
Termo do Potencial:

U(x) fr(x) = (2m? tanh®(maz) — m?) fi(z).

Soma dos termos:

(2m?sech®(ma) + k?) fr(x) + (2m? tanh?(mx) — m?) fiu(z) = Wi fi(2),

(2m? sech®(ma) + k?) +m?(1 — 2sech®(mz)) = wy,

W = vk2+m2.

Mostrado que essas sao as solucoes da equacao de autovalor, podemos calcular a

diferenca das energias de ponto-zero, que nesse caso, é dado por:

N

1 : ‘
AEzp = 5(Wolmnk . wilvac) + Z(wnkmk _ wnvac)7 (2140)
n=1
1 N
=5(0—m)+ D (wn = w, "), (2.141)
n=1
m N
AEzp = _E + ;(Wnkmk - wnvac)' (2142)

Para a solucao de fi(x), quando z — +o0

. _ ilka36(k)]
xgliloofk(x) e!P =R oWl (2.143)

onde a mudanca de fase é
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5(k) = 2arctan (%) (2.144)

Logo, para encontrar a energia de ponto zero devemos fazer o mesmo processo de
discretizacao dos modos do vacuo e do “continuo”, resultando na relagao, ja demonstrada,

abaixo

N

—_ Z (knvac)2 + m2

n=1

anQC5(anaC>
(R + m?)a

+O0(a™?)]|. (2.145)

Se tomarmos o limite de N — oo e a — 0o, ficamos com

N

1 1 [~
—Z%—/dh (2.146)
a 2w Jo

Com isso a equagao encontrada acima se torna

1 [ ko (k)
- dk————. 2.147
27 Jo VE2 +m? ( )
_ _ k 5
Integrando por partes, sendo u = d(k) e dv = T entao
du = % e v =Vk?+ m?, temos dessa forma:
1 i 1> ds
——3(k)VEk? +m? (%) + — / Vk? + m?—dk(xx) (2.148)
27T 50 27T 0 dk
Sabemos que d(k) = 2 arctan <%), logo,
do 2m
Qo _m 2.14
dk k? +m? (2.149)
Entao, temos que
1 i 1 [ -2
——08(k)VEk? +m? (%) + — / L/ m2dk(xx), (2.150)
27 - 2 Jo k%P4 m?
1 e 1 2
m
——0(k)VEk? 2 - — —dk . 2.151
OOV () o e T (2.151)

Como podemos ver o segundo termo (**) ji é a nossa integral divergente, que
como sera mostrada, cancelara com a parte dos contra-termos. Precisamos entao avaliar

o primeiro termo(*), o termo da superficie, dado por:
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1 1
—o- lim SRR+ m? — o~ lim S(R)VE 2, (2.152)

2T k—roo T
1
= ——(2m — mmn). (2.153)
2T
Logo,
N
- 1 [ 2m m m
kink vac
n — Wy, = —— —_—dk — — + —. 2.154
;w ) 27T/o VE? +m? T2 (2.154)

Podemos ver, dessa forma, que a diferenca nas energias de ponto-zero é dada por:

N

AE., = —% + 3 (W w2, (2.155)

n=1

m 1 & 2m m m
AE,, = —— — — ——dk— — + —, 2.156
b 2 27?/0 Vk2 +m?2 T * 2 ( )
1 & 2m m
AE,, = —— ——dk — —. 2.157
? 27T/0 VE2Z +m2 ™ (2.157)

Vemos novamente que a integral é divergente, mas ainda nao adicionamos as con-

tribuicoes dos contra-termos, que é dado por:

AB,, — —%5m2 / (i ()2 — bone()2]da. (2.158)

Podemos ver que o potencial de A\¢* e o de sine-Gordon sao muito parecidos, exceto

por um fator. Logo,

Logo,
1., A [ dk
-3 = - : 2.160
Temos, também que,
[160sla? = bl (2.161)

/ [Prink ()? = Poac(z)?]dx = / { [— arctanQ(em(x_xO))} — V2}d:E, (2.162)
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/ (i ()2 — bunel)?]da = / {4”2;"2 [i arctan? (em(E=m0)) _ 1} }dm. (2.163)

T2

Podemos reescrever o termo dentro da integral, resultando em

2 9 32m? [ 9
[Drink (1) — Ppac(x)?]dr = — /\ sech®(mz)dx, (2.164)
0
32m? tanh(ma >
/ [Drink (T)? — Poac(x)?]dr = — 3 (ma) , (2.165)
m 0
32m
/[¢kznk(x)2 - ¢vac($)2]dx = _T (2166)
Multiplicando esses termos vemos que o resultado era como o esperado:
1 [~ 2m
AE; = — —————dk. 2.167
t 27 /(; \/ k2 —+ m2 ( )

Podemos, agora, encontrar o valor da massa do kink de sine-Gordon, como

Mpink = AEq + AE,, + AEy + O()), (2.168)

sm> m 1 [ m 1 [ m A
My = — — — — — —dk:+—/ —dk+ O(—). 2.169
wink A T 7T/o k2 4+ m? T Jo k% + m? (m) ( )
A correcao quantica para a massa do kink de sine-Gordon é
8m3®  m A
Muin - — — 2.1
kink = = O(—) (2.170)

Vimos na primeira secao, que o kink de A¢* e de sine-Gordon, a menos de alguns
parametros, eram extremamente semelhantes. E curioso notar que a correcao na massa
de ambos também é muito proxima e, além disso, tal correcao é negativa, ou seja, a
massa do kink analisada dentro dos limites estipulados no inicio desse capitulo mostram
Mg . > M Pensando bem, isso nao deveria ser uma surpresa ji que o tamanho do
soliton é da ordem de %; Portanto, o comprimento de onda de Compton M%z do kink é
muito menor que o tamanho clédssico. E por esse motivo que as flutuagoes quanticas da
posicao séliton nao ‘atrapalham’ a solucao classica. Quando a constante de acoplamento

tende a zero (A — 0) as massas se tornam iguais.
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2.2 Modos zero e coordenadas coletivas

Os problemas que w = 0 nos traz nao sao uma peculiaridade de ¢*, na verdade a
equagao para encontrar o modo zero, se repararmos atentamente, nao depende da forma
do potencial, ou seja, a solucao do kink em qualquer potencial tem um modo zero. Por
isso, precisamos de uma nova maneira de tratar tal modo. Podemos notar que a excitacao
do modo zero corresponde a uma mudanca na posicao do kink. Podemos representar

matematicamente da seguinte forma:

d¢kink d¢kznk
= — . 2.171
dx dxo (2.171)

Como a teoria é invariante por translagoes, essa mudanca nao altera a energia
potencial. Ja haviamos discutido, anteriormente, que o modo zero nao é de fato um modo
oscilatério e por isso, podemos trocar seu coeficiente de oscilagao co(t) por uma coordenada
coletiva z(t) que representa a posicao do kink. Ao invés da nossa antiga expansao para

os modos, podemos reescrever ¢(x,t) como:

Oz, 1) = k(T — 2(t)) + n(x — 2(t)), (2.172)

= Ppink(T )+ Z c;(t) fi(x — 2(¢)), (2.173)

a linha acima da soma indica que estamos somando sob todos os modos diferentes de do
modo zero. Ambos ¢;(t) e z(t) sdo vistos como operadores quanticos. Calcularemos a

derivada temporal da equagao anterior,

b 1) = 2 sl = 20 +Z[cj )yt — =) + 20, 2| (947

z

Substituiremos esse termo na Lagrangiana, e com isso, teremos o seguinte resul-
tado:

L) 5., 40 0f,
2V (9)o" + Z chd_<x —2(t) fi(x — 2(t) + Z z C]E(ﬂf — Z(t»%(x — 2(t))
+ Z; (zejfm —~ z(t))ck%(:c — 2(1)) + Zéx fula — z(t))cj%(x - z@))) ,
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Fazendo uma integracao espacial, perceberemos que os termos quadraticos em c;
e ¢j sao os mesmos que obtidos anteriormente, e essa afirmacao sera demonstrada. E

interessante vermos que os termos cruzados que envolvem Z¢; sao nulos, ja que:

do(x — do(x —
zc'j/dx%fj(x S —r /dw%fj(m —2), (2.176)
e os modos que nés obtivemos sao ortogonais a fo(x) = %.

Logo,
Lz%/dx [22(75) (%(I—Z ) Z (t)f? - (d¢> —v”(¢)¢2]. (2.177)

Podemos reparar que o terceiro termo da equacao pode ser reescrito como:

1 d*¢ " _
Q/dx{(b LV (gb)gb] _ (2.178)
d2
;/dxqﬁ[ +V”(¢)}¢: —%/dxgzﬁwqu, (2.179)

onde w? = % + V" (¢). Podemos reescrever ¢ pela expansao e chegar no resultado que:

d 1 1
(di) §V"(gz5)gb2 = —éciwg. (2.180)

Da mesma maneira podemos reescrever o termo quadratico em 2 como:

e fo(8) -3 [ +(2)

Sabendo que: My = [ da3 (d—¢) + [ dxzV (¢) e pela identidade de virial:

/_Oo d:rl (jf) /oo dzV (). (2.182)

—00

Az (2.181)

1
2

Entao,

My = /dz(;li) (2.183)

E com isso, agrupando todos os termos antes obtidos, temos

1 . "1, 1
Lquad = 51\4clz2 + Z (§CJ2 - EWJQCJQ) (2184)

J

Vemos que nossa coordenada coletiva aparece apenas em um unico termo, o res-

tante estd exatamente como anteriormente. Percebemos que o termo adicional é a energia
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cinética padrao nao-relativistica de uma particula com massa M, cujo momento é dado
por:
P=M,z, (2.185)

que é uma quantidade conservada, ou seja, comuta com o Hamiltoniano. Como z estd
livre para variar por todo espaco, P possui um espectro continuo de autovalores. As
corregoes da energia do kink aparecem das energias de ponto zero dos modos oscilatérios.

Logo, a correcao da energia ¢ dada por:

2

2M,

E = Myink + +O(PY) +0(N) | (2.186)

onde My, foi calculada na secao anterior.

Até a ordem que calculamos, isso representa uma expansao de baixo momento da
energia relativistica de uma particula de massa My;,, ¢ momento P. Podemos perceber
que este resultado depende da identidade de virial, e teremos exemplos futuros onde

encontraremos esta mesma identidade, mas em maiores dimensoes.

Os modos zero que estudamos resultam de uma invariancia translacional da nossa
Lagrangiana, que nao era uma simetria do kink. Veremos que, geralmente, os modos zero

aparecem quando o soliton quebra uma ou mais simetrias da Lagrangiana.

2.3  Dinamica de multi-kinks

Um pensamento bastante valido que podemos ter é, se consideramos o kink como
uma particula, como é dada a interagao kink-kink ou kink-antikink. O caso mais simples
para analise é a teoria de sine-Gordon. Quando dois kinks colidem, pela conservagao da

carga topologica, o produto da colisao também deve apresentar dois kinks.

Caso o leitor esteja interessado em como obtivemos as solucoes apresentadas, o
conteudo pode ser visto no Apéndice [A] sobre as transformagoes de Bécklund em que,
partindo de uma solucao inicial, somos capazes de derivar as solucoes de N kinks. A

solucao classica das equagoes de campos é exata e é dada por:

d(x,t) = 2?” tan~? {u sinh (\/%) [cosh (;”—i‘tuzﬂ _1} , (2.187)

que descreve a interacao kink-kink, com velocidade u, colidindo quando ¢ = 0. A energia

total do sistema, como anteriormente calculado, é:

16m? 1 2My

E = = .
A VI—u2 V1 —wu?

(2.188)
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Como os solitons sao idénticos, existe uma ambiguidade entre saber se os kinks
colidem e se afastam, ou se eles se atravessam e seguem suas direcoes iniciais. Entretanto,
pode ser visto que a forca entre essas estruturas é repulsiva, o que significa que os kinks nao
sao capazes de se atravessarem, e na verdade, eles colidem e recuam na direcao contraria.

Na imagem [5 mostra-se a colisdo entre kinks.

Podemos, também, analisar a colisao entre kink-antikink, é possivel que neste caso,

haja aniquilagcdo entre essas particulas. A solucao analitica é dada por

o(z,t) = 2?” tan ! {% sinh (%) [Cosh (T—iﬂ)} 1} . (2.189)

Figura 5 — Colisao entre kink-kink em que as diferenca das linhas representa diferentes
tempos. a curva sdlida (t = +£20m™!), a curva tracejada (t = £10m™') e a
curva pontilhada (¢ = 0).

1.0

05F

d/v

00 - o‘ -

-0.5

mx
Fonte: WEINBERG, E. Classical solutions in quantum field theory. p.30, fig. 2.7, [15].

E possivel mostrar que a forca entre o kink e o antikink é atrativa e a energia
do sistema é a mesma do caso anterior, obviamente. O grafico da solugao analitica é

apresentado na figura [6]

Como a forga entre essas duas estruturas é atrativa, podem existir estados ligados,

conhecidos como breathers, cuja solucao analitica é dada por:

o(x,t) = 2?” tan~ {%sin (%) [cosh (%)] _1} , (2.190)

o grafico desta funcao, como esperado, é o kink e o antikink acoplados, oscilando juntos.
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Figura 6 — Colisao kink-antikink na teoria de sine-Gordon. A curva soélida representa

t = —20m™!, a curva tracejada representa o tempo t = —5m~! e a curva

pontilhada-tracejada representa t = 20m=!. Em t = 0, ¢(z) = 0

1.0 R - =

I . . ‘ 1
05F / N * \ .

/v

0.0 ==

Fonte: WEINBERG, E. Classical solutions in quantum field theory. p.31, fig. 2.8, [15].

Figura 7 — Grafico da solucao dos breathers para s = 0.5.

1.0 T T

05F .

Pfv

0.0

=05} 1

- | {} - - " L n i i L i " " " i 1 " " i FE—
-10 =5 0 5 10

mx
Fonte: WEINBERG, E. Classical solutions in quantum field theory. p.31, fig. 2.9, [15].

A energia dessa configuracao é dada por

E=——% <2M,. (2.191)

A anélise da dinamica de multi-kinks foi realizada na teoria de sine-Gordon, pela
falta de distorcao ou perda de energia devido as colisoes, além de apresentarem a solucao
dos breathers. Isso ocorre porque o sistema é completamente integravel. Ademais, con-
seguimos encontrar as solucoes apresentadas, utilizando as transformacoes de Bécklund,

um método bastante interessante e 1til para entender a dinamica dessas estruturas. Para
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a teoria de ¢*, as solucoes de colisao entre os kinks e antikinks devem ser calculadas

numericamente, como em [34] [35].

2.4  Kinks em mais dimensodes

As solucoes do kink em duas dimensoes espaciais sao, trivialmente, solugoes da
equagoes de campo em D > 2, com o campo sendo independente de todas, exceto em
uma coordenada. Logo, a densidade de energia ¢ localizada em uma direcao espacial, mas
invariante por translagoes nas outras diregoes ortogonais, dessa maneira o kink nao pode
ser interpretado como uma particula. Agora, ela representa uma fronteira, conhecida
como “domain wall’que separa duas regides em que o campo aproxima diferentes valores

do vacuo. Podemos escrever o tensor de energia-momento como:
T, = 0,00,¢0 — N, L, (2.192)

onde 7, = diag(l,—1,—1,...,—1) é a métrica de Minkowski em um espago-tempo de

dimensao D. Podemos reescrever o termo da forma:
1
Tr = 0,000 ~ 1 (50,0)(0°0) ~ V(@) ). (2.199)

dg _

Como % = £,/2V(¢), e se escolhermos P! para ser a direcao ortogonal a parede,

entao:

Tr = 0,000 ~ 3 (0,000°0) - (55 ). (2.194)

Para uma melhor compreensao do leitor, vamos mostrar explicitamente alguns

termos e veremos que por inducao, o restante é trivial. Entao, para
2 1 0 a¢ 2
Too = (009)” — o (0,0)(0°¢) — 9,01 . (2.195)

Como nesse caso ¢ nao depende do tempo, pois utilizamos a equagao estatica,

entao ficamos com:

Tio = o (- 00000 - (500 ). (2.196)

1 o\’ 9o\’
Tho = —770()5(— (%Jf_l) . ((%—g_l) > (2.197)

2
Ty = (%) . (2.198)

Com isso,
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Para
2 1 06 \?
T = (019)" = 5 { 0p0)(9°0) = ( 555 ) |- (2.199)
Como ¢ depende apenas da coordenada ortogonal, entao:
2
T =— (ﬂ) . (2.200)

8:{:D—1

Seguimos sucessivamente até a coordenada D — 1, onde o resultado serd diferente

do que foi mostrado anteriormente, ja que

2
Tp1p1 = (Ip10)” - 77D—1,D—1% ( — (Op-19)* — <%) ) = 0. (2.201)

Com isso, podemos reescrever o tensor de energia momento como:

) 96 \°
T,, = ”””(axD—l) : (2.202)

onde 7, = diag(1,—1,—1,...,—1,0) pode ser vista como a métrica de Minkowski restrita
ao espaco-tempo de D — 1 dimensoes.

Pela expressao de T),, vemos que existe uma pressao que desaparece na diregao
2P~ e que é negativa e igual em magnitude nas outras direcoes. A “domain wall”preserva

SO(D —2,1) que é subgrupo do original SO(D — 1,1) que sao as simetrias de Lorentz.

A andlise dos modos normais da flutuacao do campo em torno do kink pode ser
estendido para o caso da “domain wall”. Cada modo do kink gera uma familia de modos
com frequéncia v/w? + k2, onde k% representa os niimeros de onda nas diregoes espa-
ciais paralelas a parede. Se o modo estiver em um estado confinado do kink, o modo
D-dimensional pode ser interpretado como uma particula de massa w cuja dinamica é

confinada a parede.

As estruturas de “domain wall” sdo extremamente interessantes, mas nao serao o
escopo deste trabalho. Todas as estruturas que serao discutidas podem sim ter aparecido
no Universo primordial e cada uma recebera um nome especifico. Aos interessados por
esses objetos apresentados nessa segao é recomendada a leitura de [15, 36l 37] que abordam

o tema de forma bastante completa.

Esta secao foi dedicada ao entendimento dos kinks, estruturas que aparecem em
diversas areas da fisica, possuindo intmeras aplicacoes. No nosso caso, consideramos o
kink como uma particula e calculamos sua energia classica e suas correcoes quanticas.
Além disso, encontramos a solucao do kink de sine-Gordon e apresentamos suas outras

solucoes utilizando as transformacoes de Béacklund. Salienta-se, também, as discussoes
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sobre a topologia da nossa teoria e a carga topoldgica intrinseca aos defeitos topoldgicos,

algo que serd recorrente nas proximas secoes e que dao origem a todo este trabalho.
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CAPITULO

3

VORTICES

3.1 Introducao

E importante, antes de iniciar este capitulo, comentar que, para os proximos capi-
tulos, utilizaremos uma referéncia [30] diferente da se¢ao anterior, por isso, o leitor podera

perceber que a métrica utilizada serd alterada para 7, = (—1,+1,+1,+1).

Os solitons calculados na secao anterior nao sé aparecem em teorias unidimensi-
onais como também podem ser vistos em dimensoes maiores. Anteriormente, vimos que
para a existéncia do séliton em uma dimensao precisavamos fazer um mapa da reta real
R para os dois vacuos no infinito. Para o caso bidimensional, onde nossa fronteira é S*,
nao podemos mapeda-la em apenas dois pontos, mas podemos fazer um mapa nao-trivial
suave de S — S1. Por esse motivo, somos motivados a buscar uma teoria cujo vécuo
tenha a topologia de um circulo. Para entender melhor sobre o porqué dessa afirmagao,
o leitor é convidado a ler o Apéndice [Bl Entao, dada a Lagrangiana de um campo escalar

complexo escrita por:

L=-0"o'0,0—V(p), (3.1)

onde

1 2
Vip) = Z)\ (nggp — v2) . (3.2)
As configuragoes de vacuo podem ser escritas como:

o(r) = ve', (3.3)
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onde o é um angulo arbitrario. Reescrevendo x = r(cos ¢, sen ¢) implica que o angulo ¢
representa um ponto no circulo espacial localizado no infinito. Se impusermos que o angulo
a seja uma fungdo dependente de ¢, entdo conseguirfamos criar um mapa S}, ... —
S! euo- Para que p(x) tenha um valor dnico em cada ponto, precisamos da condigao de

periodicidade em «, ou seja, a(¢ + 2m) = a(¢) + 27n, e o n representa a carga topoldgica

ou o winding number.

Um exemplo de um mapa com a carga topologica igual a n pode ser escrito como
U(¢) = €. Para n = 0 temos um mapeamento trivial, n = 1 é a identidade e n = —1 é

o inverso da identidade.

Dessa forma seja U(¢) um mapa suave, sua carga topolégica pode ser escrita como

n=" " aoU(@)a,U). (3.4)

:27r0

Vemos que, para o nosso exemplo anterior, se substituirmos na equacao acima

temos que

i 2w 27

. 2m
2| deU(9)a,U(8) = — /0 dpe™(—in)e ™ = [ 4o =n. (3.5)

2m Jo 2m 2m Jo

Podemos procurar por solucoes de energia finita para nossa teoria com a condigao

de contorno que
i o(r, 6) = oU(6). (3.6)

Dessa maneira, fazemos um ansatz da seguinte forma

p(r,¢) = vf(r)e"?, (3.7)

onde f(r) é uma funcdo real com a condi¢ao de que f(oco) = 1. Para que Vp(r, ¢) seja

bem definido na origem também precisamos que f(0) = 0.

Dessa forma, o gradiente do campo é dado por

Vo =v [f’(r)f’ + inr’lf(r)é} en?, (3.8)

e o gradiente da densidade de energia é
[Vepl* = v [f'(r)* + n*r 2 f(r)?]. (3.9)

Vemos que nesse caso, quando 7 — 0o entao lim,—s., f(r) = 1 e por isso a equacao

acima para grandes valores de r, se torna

> d
/d2x|Vg0\2 ~ 277712'02/ iy (3.10)

r
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Vemos que ela diverge logaritmicamente, resultando em uma energia infinita. Para
entendermos o porqué disso acontecer e como podemos contornar o problema, invocando

o teorema de Derrick.

Tal teorema é fundamental para o entendimento e para a existéncia dos sélitons

topoldgicos, ja que ele avalia a estabilidade das solugoes estaticas.

Consideremos uma teoria em D dimensoes espaciais envolvendo campos escalares

¢.. Podemos escrever a Lagrangiana da seguinte forma

1
L= 5 00" oy — V (), (3.11)
onde o minimo é quando V = 0.

Podemos escrever a equagao considerando uma solucao estatica e escrevendo a

energia como F = [ + Iy onde,

Ielo) = 5 [ dPa0j0,0500 (3.12)

Iy[¢] = /dDmV(qb), (3.13)

ambas positivas. Suponha que dada um solucdo ¢(x) podemos considerar uma familia de

solucoes escritas como

fa(x) = ¢(Ax) (3.14)

que nada mais sao do que reescalas dos comprimentos. Logo, a energia pode ser reescrita

como

EQA) = Ix [fAl + Iv [/i],

_ _ (3.15)
= N7 Ik[g] + AP Iv[g).

Como temos, por construgao, que f; = ¢(x), entdo A = 1 é um ponto estaciondrio

de E()), e por isso, derivando-o em fungao de lambda e igualando a zero, temos:

0= (D - 2)Ix[¢] + DIv[d). (3.16)

Quando D = 1 temos a conhecida identidade de virial. Para D = 2 vemos que
Iy = 0 o que implicaria que em todo o espago o campo ¢ estaria no vacuo da teoria. Para
D > 3 a condigao de igualdade sé serd satisfeita se Ix e Iy, ambos fossem nulos, o que

resultaria no valor constante do vacuo, novamente.

Dessa forma, se queremos encontrar séliton em duas, trés ou mais dimensoes pre-
cisamos acoplar mais estrutura a nossa Teoria. Uma maneira que funciona é considerar

teorias de gauge com a seguinte Lagrangiana

L= —% tr F,, % (Do) (D) — V(o). (3.17)
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Para uma configuragao de solucao estatica a energia do sistema pode ser escrita

€omo
E=1Ip+ I+ Iy, (318)
onde,
1
Ip[A] = 3 /dD:ctr F
1
Ielo. Al = 5 [ %2 (Ds0) (Dy0). (3.19)
/ dPzV (¢
Dadas duas solucoes ¢(z), A;(z), definimos os campos reescalados como
) _
@) = 6(7a), 0
gix(@) = AA;(Ax).
Analogamente no caso escalar temos que
E(N) = Ir (9] + Ik [fx, 92 + Iv [i], (3.21)
= NPI[ A+ NP Iclg, A 4+ AP 1v[d) |
Utilizando o mesmo argumento de que a solugao é estacionaria para A = 1 e
fazendo d/\)‘) = 0, ficamos com
0= (D —4)Ip[A] + (D — 2)Ix[p, A] + DIy[9]. (3.22)

Vemos que existem solugoes estaticas para campos de gauge e escalar em D = 2, 3.
Em D = 4 a tnica possibilidade é na teoria de Yang-Mills pura, ou seja sem campos
escalares, dando origem aos instantons. Para dimensoes maiores, nossa Lagrangiana ja
nao apresenta solugoes estaticas e por consequéncia, nao existe o surgimento de sélitons

topoldgicos para esse caso.

Esse teorema é crucial para realizar a classificacao dos sélitons topolégicos, em D
dimensoes. Seguiremos nossa andlise com a Lagrangiana [3.17] onde sabemos que conse-

guimos encontrar configuracgoes estaticas, de energia finita.

3.2 Vobrtices como sélitons topoldgicos

Como visto anteriormente, os vértices globais tém energia e massa infinita. Para
corrigir esse problema podemos introduzir campos de gauge, observando que a Lagran-
giana anterior possui uma simetria global U(1), entao, nossa nova Lagrangiana se torna

1
L=—(D"o)' Do —Vi(p)— T,

iz

(3.23)
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onde a derivada covariante é definida por D,p = 0,0 — ieA,p e o termo do potencial é
dado por V(p) = 1A (¢lp — 112)2 :

A simetria de gauge é espontaneamente quebrada escolhendo () da seguinte

forma
—ix(z)

w@)—j%@+p@»€”

Escolhendo o gauge unitario temos:

1
o) = Z5 (v -+ pla). (3.24)
Entao podemos reescrever
~(D*o)! (Dyp) = —%((WW +ieA" (v + p(2))(Oup — ieAu(v + p(2)))), (3.25)
1 1, 9
= —58“p(x)8up(x) - 5¢ AFA,(v+ p(x))”. (3.26)

Expandindo o tultimo termo vemos que a massa da particula vetorial é dada por

m, = ev. Para o caso do potencial vemos que

Vip) = i)\ (nggo — 02)2 = i)\ (%(v + p(x))? — 112) , (3.27)
= 411/\ <—%U2 + %p(m)2 + Up(x)) : (3.28)

Expandindo os termos e analisando a parte quadratica, vemos que nossa particula

Av

escalar tem a massa igual a m, = ¥35*.

O gradiente da densidade de energia pode ser visto agora como

D> = |(V — icA)[. (3.29)

Podemos escolher um A de tal maneira que ele cancele o termo da energia que,
anteriormente, nos levava logaritmicamente para o infinito. Podemos ver isso da seguinte
forma. Lembramos que uma transformacao de gauge na teoria que estamos trabalhando
¢é dada por

o — Uy, (3.30)

A, — UAUT = Ud,Ut. (3.31)
e
Tal transformacao para A, = 0 resulta em

lim A(r,¢) = éUVUT =25 (3.32)

r—>00 er
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Para n # 0,U(¢) = €™ ¢é uma transformacao de gauge large, veremos o que
significa essa transformagao no capitulo [} De maneira geral, temos uma obstrugao do
campo nha origem e, a partir dessa obstrugao e do comportamento dos campos ¢ e A ao

redor da mesma, temos o surgimento de um séliton.

Nosso ansatz do séliton para a Lagrangiana apresentada é dado por
o(r,¢) =vf(r)U(¢) (3.33)

;

A(1,6) = a(n)U(&) VU (9) (334
onde U(¢) = €™ e impomos que f(o0) = a(oo) =1 e f(0) = a(0) = 0 para que tanto A
quanto ¢ sejam bem definidos na origem. Para n = 1 temos o Vortice de Nielsen-Olesen.

O potencial vetor gera um campo magnético B na direcao perpendicular ao mesmo,

dado por:
B=VxA,

1/0 0 .
= (E (rAg) — 3—¢Ar) 2 (3.35)

nd(r)

~

Y

e r
e o fluxo do campo magnético pode ser calculado como:

(I)z/dS-B

= lim [ d¢-A,
r—00

‘ o (3.36)
— ' lim a(r)/ doUo,UT
0

€ r—oo

B 2mn

e

Vemos que o fluxo do campo magnético é quantizado, um resultado que é pura-
mente topoldgico. Podemos encontrar a energia deste séliton através do Hamiltoniano, ou

seja, basta fazermos uma transformacao de Legendre na Lagrangiana da seguinte forma:

1
) — —F"E,,

4 (3.37)
F'™FE,,, Li=—(D"o)" (D) - V().

L=—(D'o)'Dyp—V

—~

£:£0+£1; ﬁoz—

A

oL, 9 (1
001~ 90A \ 4

= —lF“” 0 (0,A, —0,A,),

2 00y A,

(0" A" = 0"A") (0, A — avAu)) )

I _
7T0_

(3.38)
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1
= —§F/W (5()“(511, - (SOV(SZ,u) )
_ —FOl.

Podemos agora, calcular o Hamiltoniano de H, fazendo:

- , 1
H(} = 71'1141‘ - [,0 = WlaoAi + ZFW/F

[z
) 1 . .
= —7'm; + 1 (2F" Fy; + FYFy) , (3.40)
1, 1 .
— —57'(' T —+ ZLFJF”
Analogamente para H;,
Hl = 7r80g0T — ,Cl,
0L,
= = —a

(3.41)

Hy = m0o¢’ + (Do) (D) + V (i),
H1 = — (Doy) (Dop)' + (D*¢)" (D) + V(9),
Hy = ‘Di<ﬂ|2 + V(‘P)-

Temos que nossa hamiltoniana ¢é escrita como H = Hg + H;, entao a energia do

soliton pode ser escrita como:

E = /d% {|(V —ieA)p]* + V(o) + %BQ . (3.42)

Substituindo nosso ansantz e na equacao acima ficamos com

2

/Ooo drr [1 (V = (a(r)U(¢)VU'(4))) v*f(r)U ()]

1 2 1n?*a?(r) (3.43)
+ A (f (U@ f(NU(9) = v*)" + 55—
4 2e? r
Abrindo os termos ficamos com
Eeom? [ dre [/ 4 @12+ 2 (P - 1) S 3.44
= 2TV . T?“f +ﬁ(a— )f +ZU(]C— )+W ( )
Podemos definir uma variavel p = evr e 5% = e% = 22 Dessa maneira podemos

reescrever a energia Cco1mo
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o J 2,,2,,2 1 2
E = 27rv2/ 62_pvp2 {f’Q + S ZQH (a—1)2f2 + 152621)2 (f* - 1)2 + %aa} . (3.45)
0

Resultando em

00 2 1 2
E = 27w2/ dpp [f’Q + %(a —1)%f2 + 162 (f* - 1)2 + %a&] . (3.46)
0

Ressaltando que a derivada dos termos na equacao sao em fungao de p. Para
encontrar as equacgoes de f(p) e a(p) podemos utilizar dois métodos. O primeiro é apli-
cando o principio variacional na equacao da energia ou entao podemos substituir nosso

ansatz nas equagoes de movimento. Entao, comecando pelo primeiro:

Para f(p) :
d (9E\ 9B _
L)
2f"p+2f" - %(a — 12 f=pB*(f?-1)f=0, (3.47)
Pl Tl ) =0
p P 2 o
Para a(p) :

0 na’ 2n?
an \ 2 )——Q(G—l)F—O,
PP p (3.48)
o2n%a’  4An%d’  2n? 9
e —7—7@—1)]0 =0,
2 /
"——a+(1—a)f2:O
P

Mostramos as equagoes para os campos. Uma forma mais trabalhosa é substituir
o ansatz nas equagoes de movimento e tais equagoes de movimento da Lagrangiana sao

dadas por:

Para o(z) :

oc or
% (3(%@)) Ty (3.49)

. 1
— 0, (Do)l = ieA, (DFp)' — 3 (plp —v?) ¢,
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Oy (0" +ieAroT) +ieA, (9" +ieAtpl) — %)\ (lp —v%) " =0,

1
aua"gﬂ + ie@MA“ng + ieA“@ugoT + ieAuéV‘goT — eQANA"ng - 5)\ (nggo — 02) goT =0,
1
O’ + ied, A'p! + 2ie A*0,0" — e* A, Al — 5)\ (¢l —v?) o' =0,

) . , 1
V3ol 4 ied; Alpt + 2ie Dot — 2 A4; Alpt — % (pTp —v?) T = 0.
(3.50)

Podemos separar as contas termo a termo para que os resultados e a substituicao

do ansatz fique mais clara. Dessa forma, temos:

10 (09, 1%
19 (8 1 o
Vet = L (r 2 (000 ) + s (000 6)),
1

) 0 ‘
. (vrf (T)UT(cb)) + ﬁ@_qS (—mvf(r)UT(qb)) )

(3.51)

= L L (n) U (9) + % (=n*of(r)U'(¢)) .

C10(rA) 104,
VoA=L T e

(3.52)

ied A'p" = =0, (a(r)U(¢)VU(9)) ¢,

) (a(r)?é) o (3.53)

Vemos que teremos apenas a componente ¢ para esse termo e aplicando o diver-

gente, temos:

ied; Alp = %% (a(r)%) ' =0. (3.54)

Prosseguindo para o préoximo termo, temos

2ieadye’ = 2ie (LaU(@TU@) ) (o 00 @) - 1010109

=2 (009) (er )@ - 220t 0)0) (3.55)
= 2 () U ()

Continuando para o restante dos termos, temos:
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—?A; ATt = d(r)U()U(¢) (VU (9)) (VU (¢)) (vf (r)U'(9)) 3.56)
— —n—an(T)f(r)UT((b). .

r2

O ultimo termo pode ser escrito como:

1 1
—5)\ (plp —v?) ol = +§)\vz (1= £2(r) vf(r)U'(¢). (3.57)
Multiplicando todos os termos por m e somando-os, temos nossa primeira
equacao

., fon? 1
ol ey lea o pyroo (3.58)

p P 2

Para A" :
oL oL

0 — =0 3.59
(o) ~om =" (3.59)
0" = & (Dup) ' (Do) 0. (3.60)

Seguindo os passos similares ao processo anterior, vemos entao que realmente os

resultados sao iguais e as equagdes para f(p) e a(p) sao dadas por

PL B -ap R

a”—%‘f/—l—(l—a)j?:O.

(3.61)

Podemos fazer um grafico das equagoes e temos o seguinte resultado apresentado
na figura [§

Como temos nossa solucao solitonica, assim como no caso do kink, podemos realizar
uma translagao ou um boost e possuir a solucao viajante. Em duas dimensoes espaciais
esperamos que esse defeito topoldgico se comporte como uma particula e em trés dimensoes
essa estrutura seria localizada em duas dimensoes e se estenderia na terceira, dando origem

as Cordas de Nielsen-Olesen.

No Universo primordial, tais cordas podem ter sido formadas apds quebras de sime-
tria e sao conhecidas como Cordas Cdsmicas. Esses objetos teriam uma espessura menor
que a de um proton, entretanto poderiam ter o comprimento equivalente ao Universo
observével e seriam extremamente massivas e energéticas. Trabalhos na area [3§],[39],
principalmente [40], que sdo renomados pesquisadores nesse setor, elucidam bastante so-
bre a formagao e a dindmica dessas cordas, inclusive existem trabalhos de E. Witten [41]

que relacionou as cordas cosmicas a teoria de cordas, gerando as supercordas cosmicas.
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Figura 8 — Grafico das fungoes f(p), a(p) e o campo magnético B para a solugao do vértice.
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Aos interessados, na referéncia [33] é feita uma andlise bastante completa sobre os
vortices que, basicamente, é uma excelente continuacao do assunto tratado nessa secao,
entre eles recomenda-se: a forga entre vortices de gauge; a dinamica dos vortices de gauge;
o espalhamento de dois vortices; variacao da geometria da teoria e mecanica estatistica
dos vortices. Percebe-se que os tépicos sao bastante interessantes e sao uma progressao

natural aqueles que se interessarem por estas estruturas.
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CAPITULO

4

MONOPOLOS MAGNETICOS

4.1 Introducdo

Antes de comecarmos a falar sobre monopolos podemos relembrar das equacoes

classicas do Eletromagnetismo, que sao as equacoes de Maxwell:

v.B-l  vxp-_98
€0 ot
q q 1 0F
.B=0 B =pgd + ——_.
\Y s V x Ho +628t

A terceira equacao V - B = 0 nos diz que as linhas do campo magnético sao
fechadas e por isso, nao teriamos monopolos magnéticos nesta teoria. Podemos tentar
esquecer isso, por hora, e ver as equagoes de Maxwell em um formato simétrico, ja que
se estivermos em uma regiao sem cargas elétricas, entao existird uma dualidade entre o
campo elétrico e o magnético. Vemos que essa simetria se perde quando adicionamos
uma carga elétrica, entao de certa forma, para recuperar a simetria perdida das equacoes
podemos adicionar em conjunto uma densidade de carga magnética p,,, nesse caso nossas

equacoes seriam:

V- E=X  VxFE=-"2— ],
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V-éz,uopm, VXE:MOJ+%6—E.
c ot
Vemos que as equacoes sdo simétricas e que existe uma dualidade[[entre os campos
E e B. Sabemos da série de problemas que resultam no Eletromagnetismo classico, apds a
adigdo de uma carga magnética. Entretanto, Dirac mostrou [16] que mesmo que as linhas
de campo sejam fechadas, ainda h& possibilidade da existéncia de um monopolo magnético
e, além disso, a existéncia de um tinico monopolo de Dirac, que serd apresentado a seguir,

mostra [I7] que as particulas precisam ter carga elétrica quantizada.

Infelizmente, nao somos capazes de estimar um valor para a massa do monopolo
de Dirac, ja que o mesmo apresenta uma singularidade na origem, fazendo com que sua

Energia e, consequentemente, sua massa sejam infinitas.

O primeiro monopolo que possuia uma configuracao de energia finita foi encon-
trado em 1974, pelos trabalhos de Gerardus 't Hooft e Alexander Polyakov [18, [19]. O
que o diferenciava dos outros que ja existiam no momento era a sua origem puramente
topoldgica, que emergia da quebra espontanea da simetria SU(2) para U(1) na teoria
de Georgi-Glashow [20] . Iremos discutir melhor sobre esse que ficou conhecido como

monopolo de t’Hooft-Polyakov.

Um ano apéds a descoberta de um monopolo que poderia ser um séliton topoldgico,
Julia e Zee [43] estenderam o ansatz de t’Hooft-Polyakov e encontraram uma particula
introduzida por Meghnad Saha e Julian Schwinger [44], 45] chamada Dyon, que possui
tanto a carga elétrica, quanto a magnética. O ansatz proposto por Julia e Zee inspirou
Cho e Maison [2I] a descreverem um Dyon e, por consequéncia, um monopolo na teoria
eletrofraca, esse monopolo pode ser visto como um hibrido entre o monopolo de Dirac e de
't Hooft-Polyakov. Vale ressaltar que monopolo de t’Hooft-Polyakov era uma tentativa de
encontrar essa particula em uma teoria eletrofraca, entretanto, a teoria de Georgi-Glashow
nao foi um bom modelo para descreve-la, ja que o modelo proposto, na quebra de simetria,
nao apresentava o bdson Z e, por isso, a teoria que atualmente consideramos descrever a
forca eletrofraca ¢é a teoria de Glashow-Weinberg-Salam. Hoje em dia, existem monopolos
em Teorias de Grande Unificagdo (GUT’s) cujos grupos de simetria sao SU(5) e SO(10)
e o assunto aparece também no contexto de Supersimetria, Dualidade e na Teoria de
Cordas. A busca por essa particula, no ambito experimental, ocorre principalmente no
MoEDAL (Monopole and Exotics Detector At the LHC), que como o préprio nome jé diz,
¢ um dos experimentos do CERN onde os pesquisadores da area acreditam que possam

vir noticias sobre a deteccao ou nao do monopolo, que de qualquer maneira encontrados

1" Pode ser visto, na referéncia [42], que a invariancia das equagoes de Maxwell sob transformagoes

de dualidade evidenciam que, propor uma particula tenha carga elétrica mas que nao tenha carga
magnética, ndo passa de uma convencao. O que, verdadeiramente, importa é se todas as particulas
tém a mesma razao entre a carga magnética e elétrica. Se elas tém, entao é possivel fazer uma
transformagao de dualidade em que p,, = J,, = 0, retornando as equacoes de Maxwell usuais.
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ou nao, trazem uma grande informacao do Universo primordial e nos aproxima, cada vez

mais, da Teoria Final.

4.2 Monopolos de Dirac

Uma carga magnética pontual de forca g, em repouso na origem, é por definicao

um objeto com um campo magnético igual a

— g "
B = ) 4.1
47?7’2T (4.1)

Longe da origem, todas as equagoes usuais de Maxwell no vacuo sao satisfeitas,

mas ha uma funcao delta para o campo magnético
V- B = g&(r), (4.2)

e como sabemos podemos utilizar as lei de Gauss para calcular o fluxo do campo magné-

tico, fazendo:

/ B-dS = 4mg. (4.3)
S

O argumento de Dirac é puramente matematico, ele argumentava que o potencial
vetor para a equacao de B precisa existir, apesar do mesmo ter uma singularidade na
origem. O problema é que para a construgdo do potencial vetor A, assumimos que o
V-B= 0, o que nao é verdade por hipdtese. O argumento aqui é que o potencial vetor

nao precisa ser definido globalmente, apenas localmente.
Podemos escrever o potencial vetor localmente da seguinte forma
Al — g I (4.4)

247
e em componentes esféricas, na forma:

o g (cos(f) +1)
A% = dr sin(6 (46)

onde e, = (—sin(¢), cos(¢),0) e a, = ap = 0.

~—
¢
-

Vemos que nossas equagoes possuem duas indeterminacoes se estendermos 6 = 7
no segundo ou # = 0 no primeiro. Essas singularidades sao chamadas de Cordas de
Dirac, cada polo norte magnético esta conectado a um polo sul magnético por uma linha
de singularidade, que sao essas tais Cordas. Podemos imagina-la efetivamente como um
solenoide ideal com espessura zero que carrega o fluxo magnético do polo sul para o polo

norte, de forma que as linhas de campo permanecam continuas. Na fisica classica, tal corda
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seria facilmente observavel devido ao efeito que teria sobre as particulas eletricamente
carregadas. Mas na fisica quantica, se a carga magnética dos polos tem exatamente um
certo valor preciso, as particulas eletricamente carregadas nao sao afetadas pela presenca

da corda. Esse valor é dado pela chamada condicao de quantizacao de Dirac.

Figura 9 — Representacao das cordas de Dirac

1y _ & (cos(6) —1)
’ 4rr  sin(B) e

@ _ & (cos(d)+1)
? drr  sin(8) i

Uma pergunta que nos vem a mente é se nds precisamos nos preocupar com as
singularidades no potencial vetor. No caso do eletromagnetismo classico, ndao. Apenas
a forca dos campos é mensuravel, os potenciais sao quantidades auxiliares, mas que nao
podem ser medidos. Entretanto, em QFT precisamos nos preocupar com esses potenci-
ais. Para mostrar essa condi¢ao, podemos supor que alguém tomasse uma particula com
carga elétrica q (sem carga magnética), em torno de um pequeno caminho fechado C' que
circunda a corda. A funcao de onda da particula seria multiplicada por um fator de fase
I[C] = exp(2miq [, A-dl). Se nao houvesse a corda, a integral em torno do loop desapare-
ceria, dando I = 1, no limite em que o loop for contraido a um ponto. Se a corda nao for
observavel, devemos obter o mesmo resultado quando o caminho fechado é contraido em
um loop infinitesimal ao redor da corda. A integral de linha é avaliada mais facilmente
usando coordenadas esféricas. Escolhendo o loop C' em um valor constante de #, e usando

nossos potencias vetores, temos

q/CA ~dl = q/d¢A¢ = 2mqg(cos(0) — 1). (4.7)
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Se nosso loop C' for contraido de modo que se torne uma curva infinitesimal em
torno da corda, no limite # — 7 a integral de linha torna-se 4mqg. Inserindo isso na

equacgao I[C], para a corda de Dirac nao ser observada, devemos exigir que
et = 1, (4.8)

ou melhor que
n

9 = 5, (4.9)

2
para n um inteiro arbitrario. Essa equagao é conhecida como a condigao de quantizagao de
Dirac. Ja que a particula com carga ¢ poderia ter sido qualquer particula eletricamente
carregada no universo, a condicao de quantizacao deve ser satisfeita por cada carga,
(embora nao necessariamente com o mesmo inteiro n). Como podemos escolher um valor

arbitrario para as cargas, entao vamos escreve-las da seguinte forma:

q= kqmzrm
(4.10)
g = MGmin,
onde k, m sao inteiros, entao temos que
1

Assim, a detecgao de até mesmo um tinico monopolo magnético forneceria um ex-

plicacao para a quantizacao observada de carga elétrica.

4.3 Monopolos como Sélitons Topoldgicos

Ao tratarmos de solitons topoldgicos em trés dimensoes espaciais, sabemos que
a fronteira desse espaco tem a topologia de S2%. Dessa forma, precisamos procurar pela
mesma topologia para o vacuo. Uma das teorias que apresenta tal propriedade é a da

Lagrangiana apresentada abaixo

1
L=—50""0up" = V(o). (4.12)
onde |
Vip) = g)\ (gpacpa — 02)2 . (4.13)

As configuracoes de vacuo do campo sao dadas por
p*(x) = vp". (4.14)

Podemos escrever x = (senf cos ¢, senfsen ¢, cosf) em coordenadas esféricas e

dessa maneira, um x arbitrario especifica uma 2-esfera no infinito. Podemos construir um

2
Vicuo*

mapa @a(67 ¢) : S%spacial =S
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Como anteriormente, podemos definir um winding number n que representa quan-
tas vezes a variedade do vacuo cobre a variedade espacial. Dado um mapa suave ¢%(6, @)

podemos definir nosso n como

1 .
n=o- d?027¢e" " 0,30 0; 5, (4.15)
onde d%0 = dfdp,0, = 0/00,0, = 0/, e e = —&?' = +1. Podemos verificar essa

definicao, fazendo ¢(60, ¢) = (sen 6 cos ne, sen O sen ng, cos @), dessa maneira,

£y
6_§ = (cos # cos ng, cos  sennp, —sen )
o (4.16)
a—z = (—nsen 6 senng,nsend cosng,0).
Logo,
senfcosng  senfsenng  cosf
e 3 0p PP Dy p¢ = det cosfcosng  cosfsenng —senf |, (4.17)
—nsenfsen¢ mnsendcosng 0
_ 3 2 2
= nsen” # cos” ng + sen f sen ng (n sen” 6 sen ngb)
+ cosf (n sen 6 cos 6 cos® ng + n sen 6 cos 6 sen” mb) ,
= nsen® 0 cos® ng + nsen® @ sen? ¢ + nsen d cos? 6, (4.18)
= nsen® @ + nsenf cos® 0, '
=mnsenf (sen2 0 + cos? 9) ,
= nsend.
Substituindo na equagao [£.15] temos:
n 2 ™ n
ey dgb/o sen fdf = 5 [cosﬁm =n. (4.19)

Nota-se que mostramos que nossa definicao do winding number foi bem sucedida

e continuaremos utilizando-a para mostrar mais resultados futuramente.

Para encontrar solugoes de energia finita, a partir de experiéncias anteriores com
os vortices, sabemos que precisamos acoplar e introduzir os campos de gauge e tomamos
©® na representagao adjunta de SU(2) e escrevemos o Higgs como um tripleto. Nossa

Lagrangiana pode ser reescrita da seguinte forma

1 a a 1 aur a
L=-35 (D*0)* (Dpp)* = V(p) — 1, (4.20)
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onde
(D) = 0,9 + ea“bcAb ,

Fi, = 0,A, —0,A;, + eeabcAZAi, (4.21)

1
Vip) = A (e — v?)*.

A simetria de gauge é espontaneamente quebrada para U(1). Quando a configura-

¢ao de campo do vacuo é ¢ = vi* :

D#gp)a (D“gp)a — _% (eéfabCAZQOC) (€€adeAudg06) ’

N | —

—~

w|>—~w|r—nw|>—tw|>—x

€2U2€abc€adeAZ5chud(Se3’

621)2€ab3 ad3AbAud (4.22)

*0® (Bpad33 — Op3dza) Ab A,

1
—5E (ALA + A4

¢20? (AL ARY — A3 AR =

Por isso podemos escrever os campos vetoriais WjE (Al F zAg) /V/2 cuja massa
é my, = ev. Além disso, vemos que essa teoria nao possui o béson Z que aparece na
teoria de Glashow-Weinberg-Salam. Podemos escrever o tensor eletromagnético como
F = 8HA§ — &,Ai. Podemos reescrever este tensor de uma maneira mais generalizada,
de modo que, ao utilizarmos a condi¢ao de que p® = vd*, voltaremos a equacgao reduzida

apresentada anteriormente. Essa expressao é
Fuy =" Fy, — e '™ (D) (Dy)",
1
:Qa(a‘u‘Aa a Aa + egabcAbAc) o abc(ﬁa (a‘u@b + egbdeAZQbe) (ay@c + egcngI]j@!]) ,
e

1
— Saa(auAg o aVAz) a abcAbAc . - abc(ﬁa(augpba 90 —{—68 90 ECngf 9+

€€bdeAd¢e Vsac + e2€bdeAZ¢e€cngZ¢g>'
(4.23)
Trataremos dos termos dentro do ultimo paréntesis. Logo podemos escreveé-los
como
1 abc Aaaugobayw _gabc 50 QO gcngf abc Aa bdeA A abcgaaebdeAZ@egcngljj@g
e

(4.24)

O primeiro termo nao sera manipulado, ja que ele estd em uma forma conveniente,

por isso, comecaremos pelo segundo.

gabegag) beels AL 59
(—07adgp + Opp0ga) P 0u @ AL D
o @a bAQQO + 90 bAZ@a
— "9, ALP + 3u90bAﬁ~

(4.25)
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Continuando com o terceiro, temos que

gabc ~a bdeA

( 5dc(58a + 5d(l56C) p* ACAd p°
( cAc(p + 9Da VQPCA )
( VACAC‘{‘SOG VSOCA )

(4.26)

O ultimo pode ser reescrito como

abcgo 8bd€Ad ~e cngIJj@g
— e (8aes™9 — S,42°9) 3o ALT AT Y, (4.27)
=e (P ALeTIQ AL B9 — eVIATALHY) .

Por fim, agrupando todos esses termos é possivel reescrever a equacao de F),, como

Fu = 0, (3°A%) — 0, ($°A%) — e e300, 200, 4°. (4.28)

Dessa maneira, o campo magnético é dado por

) 1 ..
B' = gg”ijm (4.29)
7 1 ijk ~a pa ~a pa 1 abec ~a ~b Ne
B = 5 0; (§"A) — Ok (¢°45) — —"3"0;0"0k0" ) (4.30)
Como F% = —F% entao

. 1 .. 1 ..
B = §€Uk (283 (@aAi)) . %kaGGbc@aaj@bak@C,

o 1 (4.31)
B = Ez]kaj (@aAz) o 2_€Ez]k€abc¢aaj¢bak¢c’

Com isso,
4
/B r? sen Od0dg = T g, (4.32)
e

Isso implica que qualquer séliton com winding number diferente de zero é um
monopolo magnético cuja carga magnética € igual a )y = ®. Para o caso de n = 1 temos
o monopolo de 't Hooft-Polyakov. A condicao de fronteira para o campo escalar é dada
por

lim ¢%(x) = va®/r. (4.33)

=00

Podemos procurar por uma condicao de contorno para o campo de gauge, utili-

zando que (D,p)* = 0 para valores de 7 no infinito. Dessa forma, por definicao temos
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que
O; (/1) + e Abx® /1 = 0. (4.34)

O primeiro termo pode ser escrito como 0; (x%/r) = (1?04 — xa2;) /T3, Se mul-

tiplicarmos por rz;e/ e usarmos a identidade g% = §ib§4 — §i¢5% teremos que

28 ) )
(T ai _ ﬂjaxl) + egjdagabcAi?xc _ 0’
r (4.35)
€dij$]’ +e (5jb5dc — 5db5jc) [l?jA?$c =0

~jda
Z;e

ey +e (wda:jAf —r?Af) = 0. (4.36)

dig . .
. . . ~ . 15 x
Se ignorarmos o primeiro termo do paréntesis veremos que Af = —=. Entretanto

partindo desta igualdade ¢é evidente que z4A¢ = 0. Entdo o primeiro termo do paréntesis

some e podemos definir o comportamento assimptoético de A¢ e nosso ansatz como

vf(r)z®/r

a(r)e™ax;/er?.

©

=

X
I

(4.37)

'S

2

x
I

Nés impomos que f(o0) = a(oo) = 1 e, além disso queremos que as fungoes sejam

bem comportadas e definidas na origem, por isso fazemos f(0) = a(0) = 0.

A energia do monopolo (e consequentemente sua massa) pode ser calculada da

mesma forma que a do vértice, resultando em

= [ EB&B? 2D D+ )] (4.38)

O campo magnético pode ser escrito como

1
B = §5ijk fk
1 (4.39)
= 6ijkajflz + —€ijk€abCA?Az.

2e

Se escrevermos A? = e/ K;, fazendo a substituigao podemos ver que

| | | |
By - ik (" KG) + ooeagne™ (7 K) (6 E)
| 1 .
B = eiue™ (0;5) + geijne e e VLK, (4.40)
; 1

Logo,
B = 0,K; — 6,0, K7 + K K, (4.41)
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a(r)z;

e se substituirmos K; = =5+, temos
oI, — a'(r)xx, N a(r)dia  —2a(r)ziz,
ers er? e2rt
N G- (a,@?mi + Z&Z)) , (4.42)
2 .
Kot = 0

Entao, colocando esses termos em B,

()it —2a(r)id, d(r)de  a*(r)i.a;
2 2,2
er e er ) e2r (4.43)
“ 1ia . 2ae — a
Bi = _<5ai_xz a) B
elr er

Dessa maneira, podemos escrever a energia do campo magnético como

1 1 [d 2a—a®. 7’
—B*BY — |:a— (5% — [ﬁaflAfi) + i jai'i:| s

27T T 92 |y 72
r 2
_ 2i€2 j—f((sai—mi)2+ (M;Cﬂ) ] , (4.44)
:2%2 _i—j(\d?ﬂ—z@;@)ﬂzt—f%?
L e pa 2 1 o\ 2
§Bi B = 5o [27’ a” + (2a — a?) ] : (4.45)

Analogamente, podemos reescrever a derivada covariante do campo escalar como

(Dip)® = 8" + ec™ A",
a bij . c (4.46)
0; (M> + e&?“bca(r)e - vf(r)x?.

r er

Analisando os termos separadamente temos que

2 (”f (Z:)xa) = Uf,(:lmaxi i (:)5“ - vf(?faxi. (4.47)
b gbiigi x¢
eca(r) - vf(r)7, |
= (5ci5aj - 6ai50j) M? (448)

_daa(r)f(r)zw va(r)a:if(r):c“‘

r2 r3
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Agrupando esses termos novamente ficamos com a expressao
. vff(mztzt  vf(r)dw  vf(r)z®z  Sgva(r)f(r)z;  va(r)f(r)z'z®
Dy = R oS0 - uvaln)f (e, valr)f (0

(Dip)" = v [f’(r)ﬁf“i"" n

(1—a)f [5 _ Aaﬁji]:| . (4.49)

r

Podemos, calcular agora a densidade de energia gradiente do campo escalar, dado

por
1 a a 1 2 / ~a (1 Cl)f ~a A ?
5 (D) (D) = 50 1 (yavat + B2 o, ]|
1o (1—a)*f? cani1? oL —a)ff
:5112 _f2(7’)+r—2 [60; — 2°2"] +27 [60; — 2%2'] 22" |,
1 B _ 2 ) - / ]
_ 51]2 f/Q(T) + (1 TQCL) f2 [511 +1— 25(17;3%&.%1] + 2(1 ra)ff (5mAaA1 _ (fiaAZ)z)} ’
. 2(1 —a)’f?
= §U2 _fZ(T)WLT 7
(4.50)
lD a(p. a_,U_2 2(1 — 2 r2 2 £12 (451)
2(%@)(%@)_2r2[( a)f“’rf}' :
O termo do potencial pode ser escrito como
1
V(p) = gA (9" = v?)?,
1 (4.52)
Y (v2f2—v2)2,
8
1
V(p) = gm‘* (f-1). (4.53)

Com isso, somos capazes de calcular a massa do monopolo substituindo os termos encon-

trados na equacao da massa. Por fim, temos que a massa do monopolo é

M

[27"2@’2 + (2a — a2)2] + ;—:2 [2(1 —a)®f* + r* 7] + 1)\@4 (f*=1).| (4.54)

T 224 8

Para obter as equagoes que determinam f(r) e a(r), basta utilizarmos o principio

variacional similar ao caso do vértice. Entao,

Para f(r):

0, (1) — (1 —aPf — ph'f =0, (4.55)
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00,a da

2a/ (2a —a®) (2 —2a) 2v*(1 —a)f?
O, — =0,

0272 024 2 (456)
2 (a" 24 (2a —a*)(2—2a) 2*(1—a)f* .
e2\r2 ) e2rd + r? =0

2a’ 2a —a?) (2 -2
a//__a’_(a CL)( a)+€202(1_a>f2:0‘

r 2r2

Podemos fazer o grafico dessa solucao, de maneira analoga a secao anterior dos

Vortices.

Figura 10 — Gréfico da solu¢ao do monopolo de 't Hooft-Polyakov. Como esperado, vemos

o resultado do campo magnético, visto a grandes distancias, decaindo com
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Mostraremos agora um resultado interessante e muito importante historicamente
para os monopolos, o limite de Bogomolny—Prasad—Sommerfeld ou como é comumente
conhecido, limite BPS. Podemos reescrever completando quadrados os termos da energia,

exceto a parte do potencial como:

1 1 a a 1 a a a a
53533 +t3 (Di)" (Dip)* = 5[ ¢+ (Dip)']” — B (Dig)" . (4.57)

Podemos aplicar a regra distributiva da derivada covariante
[DM(SOX)]U = (DMO)i X1+ @i (DuX)]a

(4.58)
[Du(ex)];; = [% (ox) = 1947, (Thior,) i1 55 SOjXJ]
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= |:8H90 + aﬂX - igAZ ((Tgl)ij 51J + 517 (TEQ)IJ) SDiXJi| (4 59)
= [0 + Oux — gAY ((Tr, i) x1 + 9i (TR, X),)] -

Por definigao,
[DM(QDX)]Z‘] = (DMSO)i X1+ @i (DuX); - (4.60)

Logo, podemos escrever o tltimo termo como B¢ (D;p)* = D; (Bf¢®) — (D;B;)" ¢“.
Usando a identidade de Bianchi (D;B;)" = 0, ficamos com Bf (D;p)" = D; (Bfp?) .

Podemos reparar que (B;-¢) é um isoescalar em respeito a transformagoes de O(3),
por isso, sua derivada covariante é apenas a derivada parcial. Dessa maneira, podemos

reescrever o dltimo termo como B (D;p)* = 9; (Bf¢®) e usando o teorema de Gauss

temos que
/ d*20; (B¢") = / dS; Bé"”. (4.61)

a integral é realizada em uma superficie no infinito espacial. Nessa superficie, temos que

p® = vz®. Utilizando a equacao,

F,, = ¢°F2, — e~ leege (D)’ (D,)° . (4.62)

Percebemos que no infinito, a derivada covariante desaparece e por isso temos que

Bp* = vB,;. Logo,

/dSiBgQDa = U\/dSZBZ = U(I), (463)
onde ® = Qy = —4% que é a carga magnética do monopolo. Entao a massa do monopolo
pode ser reescrita como

Art|n|v s 1. : a2
M = — + [ d’z 3 (B + (signn) (D;)"]" + V()| . (4.64)

Como todos os termos sao positivos temos o limite de Bogomolny. Dessa maneira,
2 . . . . .
reescrevendo my = ev e a = -, podemos estimar um limite inferior para a massa do

monopolo como

M > ). (4.65)
(6]

Ja que a < 1, o monopolo é bem mais pesado que os bésons W. Vimos na intro-
ducao desta secao que o modelo de Georgi-Glashow nao estd presente na Natureza, ja que
ele nao descreve por inteiro a forga eletrofraca. Veremos que no Modelo Padrao o grupo
da carga elétrica é composto por uma combinagao linear de um elemento da algebra de

SU(2) e um gerador do grupo U(1)y, o grupo da hipercarga.
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Poderfamos criar um campo que fosse um singleto de SU(2) e com um valor da
hipercarga arbitrariamente pequeno, entretanto, a condi¢ao de quantizacao da carga de

Dirac resultaria na nao existéncia dos monopolos magnéticos.

A resolucao deste problema aparece quando vamos tratar sobre monopolos em
teorias de gauge maiores, ou seja, nas ideias da Teoria Unificada nos grupos SU(5), por
exemplo. Entretanto, esse monopolo possuem uma massa em torno de 10*® GeV, um valor

quase doze ordens de grandeza superior ao que conseguimos medir atualmente.

Continuando nossa solucao BPS, considerando o limite quando A — 0, temos

que V(¢) = 0. Logo com um pouco de édlgebra somos capazes de encontrar as seguintes

equacoes
a=(1-a)f,
( 2 (4.66)
f = (Za — a2) /p*.
Essas equagoes possuem uma solucao analitica dada por:
p
CL(,O) =1-= )
sinh p
(4.67)

1
= cothp — -
flp) = cothp =~

Essa é a solucao BPS e um séliton que satura, ou melhor, obedece essa solucao é
conhecido como sdliton BPS. Abaixo temos o grafico desta solugao e faremos uma aborda-
gem parecida com os proximos monopolos a serem trabalhados. Estes, de fato, pertencem

a teoria de Glashow-Weinberg-Salam e sao conhecidos como monopolos eletrofracos.

Figura 11 — Grafico da solugao BPS para o monopolo de 't Hooft-Polyakov

10F
nal
o0&k
04l

[ — a[g]
02k

i — flo]
0ok

0 1 2 3 4 5 B



4.4. Monopolos eletrofracos 67

4.4 Monopolos eletrofracos

4.4.1 Introducao

A primeira observacgao dos efeitos da forca nuclear fraca foi na descoberta da ra-
dioatividade, em 1896, por Henri Becquerel. A observacao em especifico foi o decaimento
beta, onde a for¢a nuclear fraca faz um néutron, pertencente a um nicleo atomico, se
transformar em um proton, simultaneamente, criando um elétron e um antineutrino. Ne-
nhuma das outras forgas da Natureza (a eletromagnética, a for¢a nuclear forte e a forga
gravitacional) tinham essa capacidade de “transformar” uma particula em outra. Isso
significava para os fisicos, que tentavam descrever esse fendomeno, que os mesmos estavam

diante de uma nova forca da Natureza, a entao chamada forca nuclear fraca.

Ela ganhou esse nome devido a sua intensidade comparada as outras forcas que
atuavam nas particulas, além disso o alcance da interacao da forca fraca decai muito mais
rapido e o tempo médio dos processos é bem mais lento. Um exemplo disso é no proprio
decaimento beta, onde um decaimento considerado rapido leva, em média, cerca de 10~2s.

Enquanto que um processo causado pela forca forte ocorre na escala de 10~24s.

Em 1933, Enrico Fermi comecou a tentar descrever a forca fraca assumindo que ela
nao agia a distancia, mas sim, os processos aconteciam no mesmo ponto instantaneamente.
Apenas em 1957 a teoria de Fermi foi colocada em uma forma final, onde a lagrangiana
de interagao era dada por L = G—\/’%JAJ)‘T, em que Jy é a corrente de Dirac carregada
e Gp = 1.16637 + 0.00001 x 10°GeV 2 é a constante de Fermi universal. Para mais

detalhes da teoria de Fermi é recomendada a leitura de [2§].

Existiam uma série de problemas com a teoria de Fermi, todas no ambito tedrico,
ja que, ao aplicar a teoria em processos que eram exdticos comparados ao decaimento beta,
apresentava resultados sem sentido, como por exemplo, ao tentar calcular a probabilidade
do espalhamento de um neutrino por um antineutrino o resultado era infinito. Isso poderia
nao ser um problema porque a Eletrodinamica Quantica também apresentava tais infinitos,
entretanto eles poderiam ser cancelados fazendo uma renormalizagao da massa e da carga
do elétron. O mesmo nao pode ser feito para a teoria de Fermi que nao apresentava ser

renormalizavel.

A descricao da forga fraca tomou novos rumos em 1967, quando S. Weinberg,
enquanto tentava desenvolver uma teoria para a forca forte andloga ao eletromagnetismo
utilizando o fenomeno da quebra de simetria, percebeu que poderia utilizar essas ideias
para uma teoria da for¢a nuclear fraca. Weinberg relata em [46] que encontrou uma teoria
que era a unificacao das forcas fraca e eletromagnética, que ficou conhecida como teoria

eletrofraca.

De forma independente, em 1968, A. Salam encontrou a mesma teoria e junto com

Weinberg, tentaram mostrar que a mesma era renormalizavel, fato este que foi demons-
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trado por G. 't Hooft em 1971 [47], colocando a teoria de Glashow-Weinberg-Salam como

um dos artigos mais citados na area de fisica de particulas elementares.

Sabemos, depois de uma série de confirmacoes por fisicos experimentais no CERN
e em outros laboratdérios, da existéncia das particulas W+ e Z° e, em 2012, do béson de
Higgs previstos pela teoria. Mostraremos nas proximas se¢oes o fenomeno da quebra de

simetria e como podemos encontrar um monopolo magnético na teoria eletrofraca.

4.42 A teoria eletrofraca

A parte da Lagrangiana da teoria eletrofraca que estamos interessados, é dada por:

2
Lo=|D H|2—3 HTH—“—2 g g g (4.68)
0 " 2 A grmvTa T '

sendo que Fj, = 0, A% — &/AZ +g f“bCAZAi e B, = 0,B, —0,B,. A derivada covariante
para o grupo SU(2), x U(1)y ¢é definida por D, = 9, —i§ Af,0® — z'%/BH, e H é o dubleto
de Higgs.

Partindo da definicao da derivada covariante para o campo de Higgs H, temos que

/
(D, H), = 0,H; — i EAZUCL + %BuY] I, (4.69)

em que Y = —%]l ¢ o gerador da hipercarga. Podemos reescrever o termo em colchete de

uma forma conveniente

(4.70)

0 4 1 gA3 —¢'B, g (Al —z'AQ)
gA,uo_ +g/BuY:§< w 12 ( 12 123 )

g (AL + ZAZ) —gAi - 4¢'B,

O termo potencial da teoria Eletrofraca apresenta um VEV que pode ser escrito

CcOo1mo

(O] (2)[0) = % ( ' ) | (4.71)

O termo cinético do campo escalar H é —(D*H)'D,H e no caso em que tomamos

o valor esperado do vacuo, a Lagrangiana de massa é escrita como

1 gA®2 —¢'B, g (Al — z'AQ) ’ 1
Linassa = — =07 <1 0) peouo vt : (4.72)
8 g (Al + ZAN) —gA, — g'B, 0

Podemos fazer definicoes que serao 1teis para descrever as particulas da teoria,

primeiramente o angulo de Weinberg ou angulo de mistura fraco definido por

0, =tan"'(¢'/g), (4.73)
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e podemos definir novos campos
1
NG

— 3
Z# = CwAu — SwBu,

H_
Il

(A7 idy)
(4.74)
AM = SwAi + CwBl“

em que sy = senfy e cyy = cos By, logo substituindo na Lagrangiana da massa temos

que
2
1 Lz VoWt 1
Emassa = -3 2U2 <1 O) cw "~ H _ K 4.75
AL _
1 L2 L OQWTEIV S L 1
['massa — __921)2 (1 O) ( 6‘2” ’ ) ( ) (476)
8 0
Resultando em
1
Loassa = — (gU/2>2 W—HLW;L_ S (gv/2CW)2 Z#ZH
L (4.77)
= —MyW W, = S M; 242,
em que
My = gv/2,
v (4.78)
MZ = MW/CW

As massas para as particulas W* e Z° sao, respectivamente, My = 80.4 GeV e
My = 91.2 GeV, isso implica que sen?fy, = 0.223. O campo A, continua sem massa, 0
que é um lado positivo da teoria ja que, como esperado, existe um subgrupo de U(1) que
nao é quebrado, ou seja, o eletromagnetismo. Com isso, o padrao da quebra de simetria
da teoria eletrofraca é SU(2)p x U(1)y — U(1)em.

Além disso, é interessante perceber que, como citado anteriormente, na teoria de
Georgi-Glashow onde podemos encontrar o monopolo de 't Hooft-Polyakov, apds a quebra

de simetria temos os bésons W¥, entretanto nao temos o béson neutro Z°.

Poderiamos continuar com as contas e estimar a massa para o béson de Higgs e
escrever a Lagrangiana em termo dos novos campos definidos, mas esse nao é o escopo
desse trabalho, aos interessados, o término das contas pode ser encontrado em [30), 28], 26].

Agora, veremos como podemos redefinir o vacuo e encontrar o monopolo eletrofraco.

4.4.3 Reinterpretacao do vicuo da teoria

Da secdo anterior sabemos que o campo de Higgs possui um VEV quando H, H... =

2 . . e ~
% Isso implica que podemos escrever uma familia de solugoes que obedecem a mesma
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) | (479)

U=ci5? (4.80)

equacao acima.

Hvac = 67L90U (

S o

em que U € SU(2) e pode ser escrito como

IR

que podem ser reescritos na forma de Euler

— 1,2 2, 3
U=¢'2Me2Me' 3, (4.81)

Se utilizarmos que €™ = Icos@ + i(T - fi) sen § e substituirmos na equacio vemos

W0 4+m) o
v e sin 7,
H,.=— L , 4.82

o \/§ ( i@ _771)cos7]2 > ( )

em que 0’ = 0y — n3. Uma forma mais interessante de utilizaremos essa expressao é:

7'L¢ .
Hepe = i—— < ¢ SR ) . (4.83)

que

COS 7)o

Podemos perceber que nao existe nada que impeca que o vacuo da teoria seja

. . . .~ 2 . , .
escrito dessa maneira, ja que a condigao de que H  H,, = % ainda ¢ respeitada.

Pensava-se que na teoria eletrofraca e no modelo padrao, em geral, nao poderiam
existir monopolos magnéticos. Isso acontece ja que o grupo dessa teoria SU(2)p x U(1)y
¢ quebrado em U(1)ey por um dubleto de Higgs e ao fazer a andlise do espago do vacuo

e o comportamento do campo de Higgs no infinito, temos que

H'H = ¢} + ¢35+ ¢5+ 65 = pj, (4.84)

logo, podemos ver que a variedade de vacuo é uma 3-esfera, ou melhor, S3. Dessa maneira,
a configuraciao do Higgs para a solucao do monopolo é um mapa que parte de S?, ou seja,
nossa fronteira espacial no infinito, até S® a variedade do vdcuo. Sabemos que esse mapa
é trivial ja que m2(S®) = 0.

Entretanto, se olharmos cuidadosamente para o ansatz dessa teoria vemos que
existe uma singularidade ao longo do eixo z onde # = 7. Logo, a andlise do mapa e da

topologia das variedades deve ser levada com cautela.

As componentes do dubleto de Higgs podem ser escritas como coordenadas do
plano complexo C? escritas na forma z; = ¢; + idy € 20 = ¢3 + is. Necessitamos que
(21, 22)T # 0 e elas sdo relacionadas por uma transformagao de gauge, ou seja, (21, 22)7 =
(Az1,A29)T, onde A € U(1)y.
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Da mesma forma que separamos nosso campo para o monopolo de Dirac, podemos

fazer o mesmo aqui e dividir nosso espago em duas partes distintas.

Ho — Z,,0(7") sin(6/2)e™ BY — _11—cost (4.85)
V2 —cos(0/2) |’ ¢ g rsing
para0 <0 < 7 e
b P [ sin(0/2) ps — L1Hcost (4.86)
VR —eos(0/2)e® )T 70T g rsind |

para 5 < # < m, onde um cobre a parte norte, outro a parte sul e o equador (6 = 7) ¢
relacionado por uma transformagao de gauge. Podemos redefinir essas novas coordenadas
complexas como C : (y = (z{v/zév,l)T = (—tan(6/2)e7*,1) e (s = (1,z25/zls)T =
(1, —cot(9/2)ei¢)T, quando 23, 27 # 0.

Essas coordenadas a partir de resultados da geometria projetiva sao, por definigao,
uma esfera de Riemann que pode ser vista como CP!. A razao disso pode ser vista no

apéndice em que é tratado sobre a projecao estereografica em especifico. Dessa maneira,

a solucdo do monopolo ndo representa mais um mapa entre m(S%), mas sim, m(CP') =

WQ(SZ) =7.

Com isso, temos uma carga topolégica nao nula e a existéncia de monopolos mag-

néticos estaveis na teoria de Glashow-Weinberg-Salam.

4.4.4 A solucao do monopolo eletrofraco

Como apresentado anteriormente, a Lagrangiana da teoria eletrofraca é escrita

Ccomo )
A 2 1 1
Lo=|D,H?-Z(H'H-5) —ZFo pw _ —B B, 4.87
0 | M | 2 ( A ) 4 Hta 4 H ( )
A partir da mesma somos capazes de encontrar as equacoes de movimento para os
campos

2
D,D'H = —\ (HTH = “7) H
DuF}* = —iS (H'o,D'H — D"H'o,H) (4.88)
/
0uB" = —i% (H'D"H — D'H'H),

em que D, Fi, = 0,Fj, — g f"bCAZF ﬁy. Podemos escrever um ansatz esfericamente simé-
trico (¢,r,0, ) que seria a solugdo conhecida como dyon. Essa particula ja proposta por
J. Schwinger e M. Saha [44], [45], possui tanto a carga elétrica quanto a carga magnética

e a quantizacao da carga feita pelo Dirac pode se generalizada para o dyon. O ansatz é



72 Capitulo 4. Monopolos magnéticos

dado por:

p=plr), €= ( o ) ,

—cos(60/2)
1
H="7" (4.89)
- 1 1

A, = EA(T)E)MW + E(f(r) — 1) x 0,7,

1 1
B, = ?B(r)ﬁut — ?(1 — c0s0)0,p.

Essa seria a solucao para o dyon, como queremos apenas analisar o caso do mono-
polo na teoria eletrofraca, vamos retirar a parte Coulombiana do ansatz, parte esta que
estd associada com a carga elétrica, ou seja, fazemos A(r) = B(r) = 0. Com isso, nosso

ansatz para o monopolo eletrofraco é dado por

p=nplr), &=i < sin(6/2)e >

—cos(0/2),
1
H = _p’fa
V2 (4.90)
A, = g(f(r) — 1)F x O,
B, = —%(1 —cos0)0,p.

Dadas as equacoes acima, podemos substitui-las nas equacgoes de movimento dos

campos, para simplifica-las em termos de p e f da seguinte forma

2 f? >\<2 Q,UQ)
Pt —p—gmP=5 P ——~ | P
2r2 2 A
ey, i, o
U r? = 4

Usando as seguintes condigoes de fronteira nosso ansatz para o monopolo possui

uma solucao

p(0) =0, p(co) = po, f(0) =1, f(o0) =0, (4.92)

onde definimos py = \/%.

Podemos fazer o gréfico da solugao das equagoes de movimento como mostrado na

figura abaixo.
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Figura 12 — Grafico da solucao do monopolo eletrofraco
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A energia da configuragao do monopolo é dada por
o0 ) 2 £2
_ 2| P P f 1 A 2 2\ 2
E—47r/0 drr {5+ Ttz —m)
. 4.93
21 (f2-1*1 1 1] (4.93)

TERE T T o AT omEa

essa configuracao de energia é divergente e analisando termo a termo vemos que quem
contribui para a divergéncia da energia é o ultimo termo. Podemos separéd-lo dos outros

termos finitos e escrever a energia da seguinte forma
E=F + FE", (4.94)

onde o termo divergente é dado por

* > 1

Existem distintos métodos de como anular o termo divergente que pode ser visto
em [48] 149, 50]. Iremos focar em um trabalho desenvolvido em [22] onde os autores fazem
uma extensao nao-linear do grupo da hipercarga fraca U(1)y no intuito de cancelar o

termo divergente da energia.

Os autores propuseram a seguinte extensao para a Lagrangiana eletrofraca:

L="Lo+ f(F.Q), (4.96)

em que F = }LBWBW e g = iBw,BW sao os objetos invariantes de Lorentz e de gauge

para U(1)y, onde B = 1t B,,,.
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As equacoes de movimento para o setor da hipercarga serao modificadas assim
como a corrente. Colocando o ansatz anteriormente construido nas novas equagoes,
implica-se em novos vinculos para F e G. E possivel acompanhar as contas realizadas
no artigo para obter o tensor de energia-momento e perceber que nossos objetos invari-

antes, apos aplicado o ansatz, obedecem

| 11
ansatz 29/2 7,,4 ) (497)
glansatz = 0
Com isso, a energia do monopolo para o cenério estendido é
e o 11
E=F + i drdmr T (Flonsats 3 Glansats )1 - (4.98)

A extensdo f(F,G) pode ser escrita na forma mais simples e ébvia possivel, toma-
remos f(F,G) = F+¢(F,G), ja que desta maneira tomaremos conta do termo divergente,
subtraindo-o do cédlculo da energia. Além disso, podemos impor que a funcao ¢ dependa
de F e de G%. A razao para a dependéncia quadritica é que o termo %BMVB“” viola a
paridade e além disso a contribuicao deste termo nao é de importancia fisica, ja que apos
a integracao espacial, G se tornard um termo de superficie avaliado no infinito e sabemos
que nao existe nenhuma estrutura na QED que permita que esse termo seja nao nulo.
Os autores ainda propoem que em aproximacoes de primeira ordem, eles gostariam de
recuperar o termo usual }LBWB’“’ do Modelo Padrao.

No artigo citado, uma classe restrita de possiveis extensoes é analisada, conside-
£ _ G
52 254 )
ao quadrado. Podemos modificar o setor da hipercarga considerando termos da Eletrodi-
namica nao-linear ¢; = —3?log[l + X, ¢y = (? [e‘X — 1} e ¢3 = B2[1 — 1+ 2X], que

respectivamente sao as versoes Logaritmicas, Exponencial, e de Born-Infeld. A motivacao

rando que ¢ dependa de X, em que X = em que [ é uma parametro de massa

para utilizar termos da Eletrodinamica nao-linear partiu de um experimento realizado
no ATLAS que mediu o espalhamento luz-luz, [51] um fené6meno que nao é previsto pela

eletrodinamica classica e apenas a nivel de loop na QED e pela eletrodinamica nao-linear.

Seguindo as contas feitas no artigo vemos que cada uma das extensoes apresenta
um valor aproximado para a energia do monopolo, que variard de acordo com o valor
designado a (3.

E ~4.1TeV + 51.87\/5 Logaritmica,
E ~4.1TeV +42.33\/5 Exponencial, (4.99)

E ~ 4.1TeV +72.81\/f Born-Infeld.

Por fim, os autores procuram por limites inferiores para a energia do monopolo,

aqueles analogos ao limite BPS ja discutido anteriormente. Entao, se usarmos a equagao
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da energia para o monopolo fazendo A — 0 enquanto p — pg, os autores foram capazes

de encontrar um limite BPS dado por
E>-" [ a4 [p (f2—1)+f'fp]. (4.100)

A fim de saturar o limite e encontrar configuracoes que minimizam a energia,

precisa-se encontrar configuracoes que obedecam o sistema de equagcoes

pr) + —(f(r):_ b _ 0,
gr (4.101)

Se nao fosse por um valor de % na segunda equacao, seria possivel encontrar uma

solugao analitica assim como no monopolo de 't Hooft-Polyakov. Tal solucao seria como

£r) = gpor Po 1

_ _ 1 4102
sinh (gpor)’ plr) tanh (gpor)  gr’ ( )

o grafico dessa solu¢ao é mostrado abaixo e em um trabalho recente [52], mesmo os
autores utilizando configuracoes para a regularizacao da energia do monopolo distintas
do que fora apresentado, a expressao do limite BPS foi a mesma. O resultado obtido
foi de F > 2.98TeV, entretanto foi ignorando nao apenas a contribuicao do potencial
escalar, mas também o termo cinético do setor da hipercarga. Levando em consideragao o
resultado obtido para o setor da hipercarga em cada uma das extensoes nao-lineares que

foram mostradas, encontra-se uma estimativa para a energia do monopolo,

E >17.58TeV  (Logaritmico),
E >6.78TeV  (Exponencial), (4.103)
E >1048TeV  (Born-Infeld).

Esse resultado é bastante interessante, ja que o valor estd préximo a escala que
pode ser medida pelo LHC, algo que diferencia este monopolo dos outros apresentados
que possuem massa infinita ou uma ordem de grandeza que jamais poderia ser alcancada

pelos detectores atuais.
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Figura 13 — Solugao BPS para o monopolo eletrofraco
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Veremos na préxima sec¢ao as formas de detectar o monopolo e os principais grupos
de pesquisa que estao a procura dessa particula, além das expectativas para os anos
seguintes, posto que o LHC passou pela fase LS2 (Long Shutdown 2), onde os aparatos

sao refinados para que o detector possa atingir maiores espectros de energia.

4.5 Formas de deteccao do monopolo

Apés o trabalho seminal de Dirac, em 1931, sobre a possivel existéncia de mono-
polos magnéticos, Tuve, em 1934, foi o primeiro a propor possiveis experimentos [53] na
tentativa de detectar a tal particula. Como pode ser visto, o autor afirma que a forma
mais promissora de deteccao seria utilizando uma camara de Blackett and Occhialini, um
aparato que, basicamente, é uma camara de nuvens acoplada a um contador Geiger, o
que permitiu a fotografia de uma série de eventos na fisica de particulas e, além disso,

concedeu a comunidade cientifica um melhor entendimento sobre os raios cdésmicos.

Nesta secao apresentaremos uma série de formas de como detectar o monopolo e
os detectores que sao utilizados. Obviamente, um maior enfoque serd dado aos detectores
mais importantes, que sao o ATLAS e o MoEDAL.

As técnicas de deteccao do monopolo dependem da interacao dessa particula com
a matéria, independente da sua origem. Assim como todas as particulas carregadas, que
sofrem processos de ionizagao e excitagao dos atomos ao passar pela matéria, o monopolo
também perde energia para o meio. Existem trés maneiras principais de como a energia do
monopolo seria dissipada e a importancia de cada uma varia de acordo com a velocidade

da particula.
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4.5.1 lonizacao e excitacao

e Ionizacao

A energia fornecida pelo monopolo produz elétrons livres. A energia perdida pode
ser escrita pela férmula de Bethe-Bloch que pode ser vista em [54]. Como mostrado
na referéncia, a perda de energia de particulas carregadas pela distancia percorrida,

% que é proporcional (ze)?, onde z é o nimero atomico e e a carga elétrica.

Podemos analisar o mesmo para o monopolo apenas substituindo ze — gf, onde

é a velocidade do monopolo no meio.

O monopolo é uma particula altamente ionizante, por isso, cintiladores liquidos
ou de plastico, detectores gasosos e detectores de caminho nucleares sao alguns
dos aparelhos para se detectar o monopolo. Geralmente essa perda de energia é

dominante para monopolos com alta velocidade.

e Excitacao atomica

A energia do monopolo é transferida para estados de energia maior dos atomos e
geralmente é predominante a velocidades menores do que a apresentada acima, i.e.
1073 <3<1072

e Colisoes elasticas com atomos

Para monopolos com velocidades menores entre 107* < 3 < 1072 a energia cinética

do monopolo é transferida para o recuo de dtomos e nicleos.

452 Inducao

Essa forma de detecgao é interessante pois ela independe da velocidade do mono-
polo. Ela consiste, basicamente, em fazer um monopolo passar por um loop de um fio
supercondutor, o que induziria uma corrente elétrica que pode ser medida. Isso acontece
ja que o fluxo magnético do monopolo é, como anteriormente apresentado, 47rg. Em um
supercondutor o fluxo de um campo magnético passando por um loop é quantizado, dado

por ¢y = g—‘é, a corrente elétrica induzida Ai em uma espira com N voltas e indutancia L
é Ai =47 Ng/L.

A grande desvantagem dessa forma de detecgao é que ela é extremamente sensivel
e é necessario realizar uma blindagem do experimento com o campo magnético terrestre,
0 que acarreta em detectores mais caros. Com isso, esses tipos de detectores nao sao mais

utilizados para detectar monopolos de origens cosmicas, entretanto ainda sao utilizados
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para a procura do monopolo em estados ligados a matéria.

4.5.3 Radiacao de Cherenkov

A passar por um meio como gelo ou agua, monopolos relativisticos perderiam
parte da energia como radiacao Cherenkov. Esse fenomeno deu a Pavel Cherenkov, em
1958, o prémio Nobel quando ele percebeu que particulas carregadas, ao passarem por um
meio dielétrico, emitem uma radiacao eletromagnética quando a velocidade da particula é
maior que a velocidade de propagacao da luz no meio. Esse tipo de fenomeno é bastante
utilizado em telescépios de neutrino que procuram por monopolos, tai como: AMANDA,
ANTARES, IceCube, Baikal e etc. Mais descrigoes sobre esses detectores pode ser vista
em [55], ndo vamos focar nos mesmos e na préxima segao abordaremos a detec¢ao dos

monopolos em colisores.

4.5.4 A procura em colisores

Como discutido anteriormente, a procura por monopolos derivados das GUT’s é
praticamente impossivel para os detectores atuais, ja que a massa desse monopolo estaria
a 102 ordens de grandeza acima da energia maxima atingida pelos colisores, entretanto,
existe a procura por outros monopolos iguais aos citados anteriormente. Vamos focar em

dois colisores, ambos no LHC, que procuram pelo monopolo, o ATLAS e MoEDAL.
O ATLAS (A Toroidal LHC ApparatuS) é um dos maiores detectores do LHC,

em que ao invés das medigoes serem focadas em um tnico processo, o colisor é projetado
para medir uma variada gama de sinais. O colisor, em colaboracao com o CMS, fez em
2012, uma das grandes descobertas da fisica de particulas, a deteccao do bdéson de Higgs.
A procura por monopolos no ATLAS foi realizado em 2012 [56], 2016 [57] e 2020 [58§]
nos niveis energéticos de 7 TeV, 8 TeV e 13 TeV, respectivamente. Como sabemos, o
monopolo nao foi detectado, o que nao descarta sua existéncia, inclusive no ano de 2022
apoOs os instrumentos e detectores do LHC terem passado por um refinamento, a busca

pela particula sera feita em maiores espectros de energia.

O detector mais prestigiado, sem dividas, é o MoEDAL (Monopole and Exotics
Detector at the LHC) que é exclusivamente dedicado & procura de monopolos magnéticos,
dyons e outras particulas ionizantes. A primeira publicagdo do MoEDAL foi feita em 2016

[59] e outras publicagoes que procuram o monopolo e o dyon foram feitas nos anos seguintes
[60, 611, [62], 63, 64].

O MoEDAL consiste de trés tipos de detectores principais, o detector de caminho

nuclear que consiste de dez filmes de plastico empilhados e apds a colisao de prétons, a
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(a) Produgao de Drell-Yan do monopolo (b) Producao via fusdo de fétons de
um monopolo

energia poderia produzir um par de monopolo-antimonopolo que ao atravessar o detector,
quebraria as ligagoes moleculares do plastico e fariam um caminho que seria revelado por

um processo de gravura, apos os filmes de plastico serem mergulhados em uma solucao

de hidréxido de sddio.

Outra forma de deteccao seriam as armadilhas magnéticas, os monopolos poderiam
ser retardados por este dispositivo que consiste de 800 kg de detectores de aluminio que
atuam como uma armadilha. Os ntcleos de aluminio tém um grande momento magnético
anomalo, que facilita o aprisionamento do monopolo. O mesmo, preso, sinalizaria sua
presenca posteriormente quando um magnetometro “varress” os detectores procurando

uma carga magnética.

Por fim, ainda existem os monitores de radiacao TimePix que sao os unicos sub
detectores do MoEDAL nao-passivos que formam um sistema de monitoramento de ra-
diacao em tempo real. A operacdao permite um mapeamento 3D da carga espalhada no
volume do sensor de silicio, dessa maneira é possivel diferenciar entre varias espécies de

particulas e medir sua deposicao de energia.

Vale ressaltar que existem diferentes mecanismos de produgao dos monopolos nos
colisores de particulas, o primeiro como mostrado na figura[I4a]é um processo de Drell-Yan
intermediado por um féton e o segundo uma fusao de fétons no canal ¢ intermediado
por um monopolo. O acoplamento entre o f6ton e o monopolo é muito forte, o que invalida

o tratamento perturbativo para estimar a secao de choque.

Existe uma forma de possivelmente resolver esse problema, utilizando o mecanismo
de Schwinger, descoberto em 1951. Schwinger mostrou que particulas eletricamente carre-
gadas podem ser produzidas em um campo elétrico forte, tunelando a barreira de poténcia
de Coulomb. O mesmo pode acontecer para o caso de um monopolo em um campo mag-
nético muito forte[65]. Nesse caso, podemos utilizar técnicas semi cldssicas para estimar

a secao de choque.
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Figura 15 — Limite de massa para a producao de Drell-Yan independente de [, em pro-
curas realizadas pelo CDF, ATLAS e MoEDAL.
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Fonte: Nick E. Mavromatos; Vasiliki A. Mitsou. Magnetic monopoles revisited: Models
and searches at colliders and in the cosmos. p.68, fig. 21, [54].

O monopolo magnético ainda nao foi detectado, entretanto, esse fato ainda é bas-
tante 1til e interessante para o vinculo de modelos com os resultados experimentais. Isso
se deve ao fato de que pode-se encontrar os limites energéticos para o monopolo, como
pode ser visto no grafico Nessa figura, temos o limite de massa para o monopolo
magnético advindo da produgao de Drell-Yan, em termo da carga de Dirac (gp = 68, 5e).
Vemos que os limites do ATLAS, para |g| < 2gp, é melhor que o do MoEDAL, gragas ao
primeiro receber maior luminosidade (20 vezes mais), mas o caso se inverte para cargas

maiores.

Por fim, mostraremos algo bastante interessante que esté relacionado aos mono-
polos eletrofracos apresentados na tltima secao. Pode-se analisar os monopolos como
particulas virtuais, que claramente nao serao medidas mas que, como no caso abaixo,
apresenta um diagrama de espalhamento luz-luz por um loop de monopolo, o mesmo
espalhamento que motivou os autores em [22] a estender o grupo da hipercarga fraca.
Um fendémeno similar ocorre quando considera-se um monopolia, que é um estado ligado
de um monopolo e um anti-monopolo confinados por uma forcas magnéticas muito ele-
vadas. Esse objeto foi proposto por Dirac na tentativa de explicar uns dos motivos de
ainda nao haverem detectado um monopolo. O monopolia poderia ter sido criado natural-

mente no inicio do Universo e existem pesquisadores que tentam detectéa-lo em laboratorio

(66, 67, 68, 69, [70].
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Figura 16 — Espalhamento luz-luz por um monopolo

Antes de seguirmos com nossa abordagem usual e aumentarmos uma dimensao
da teoria para encontrar novos defeitos topoldgicos, é interessante revisarmos o que foi

apresentado nessa segao.

Dirac, em seu trabalho de 1931, alavancou a pesquisa e a procura por monopolos
magnéticos, particula esta, ainda desacreditada por alguns constituintes da comunidade
cientifica. Em 1974, t’Hooft e Polyakov encontram o monopolo como um séliton topoldgico
na teoria de Georgi-Glashow, cuja massa seria em torno de 100 GeV. Os autores, além
disso, perceberam que a estrutura da teoria grande unificada de grupo SU(5) era similar
a teoria de Georgi-Glashow e, por isso, podemos encontrar uma solucao de monopolo na
mesma, entretanto sua massa seria da ordem de 10> GeV, um valor que torna a deteccao

dessas particulas, praticamente, improvavel.

Apresentamos ainda monopolos na teoria eletrofraca, que apesar de, a primeira
vista nao poder, topologicamente, existir, vimos que com uma reinterpretacao do vacuo,
somos capazes de conceber o monopolo na teoria. Apesar de a massa ser infinita, mostra-
mos como podemos fazer uma extensao do grupo da hipercarga para a massa ser finita e
mensuravel. O ato da extensao é bastante interessante e pode ser abordada em trabalhos

futuros.

Mostramos ainda as formas de deteccao do monopolo e os principais detectores
em sua busca, evidenciando a incessante busca dos pesquisadores que tanto apostam e
acreditam na existéncia da particula. Vale ressaltar que no ano de 2022, o LHC volta a
realizar medidas em espectros de energia maiores, tornando o momento propicio para o

estudo e a procura de monopolos magnéticos.
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CAPITULO

INSTANTONS

5.1 Introducao

Na fisica, descobrimos que nossa descricao do mundo é baseada em um tipo es-
pecial de teoria de campos classicos, a chamada Teoria de Yang-Mills. Todas as teorias
importantes para a fisica moderna, exceto a gravitacao, sao teorias de Yang-Mills com
grupos de gauge distintos. Temos o exemplo da QCD cujo grupo é SU(3)¢, a teoria
eletrofraca de Glashow-Weinberg-Salam cujo grupo é SU(2), x U(1)y, o modelo padréao
da fisica de particulas cujo grupo é SU(3)c x SU(2)r x U(1)y e para as possiveis GUT'S
cujo grupo pode ser SU(5), SO(10) e etc.

A primeira teoria de Yang-Mills que surgiu na fisica é a teoria de Maxwell para o
Eletromagnetismo. Claramente, na época em que a teoria foi desenvolvida nao era sabido
que se tratava dessas classes de teorias e as equagoes da maneira que veremos, nao eram
vistas. Sé depois que o estudo sobre simetrias de gauge foi formulado que fora percebido
que o Eletromagnetismo obedecia tais simetrias. Pouco depois as teorias de Yang-Mills

foram apresentadas como uma grande classe de teorias que satisfazem as simetrias de
gauge.

Em 1954, a teoria foi proposta por Yang e Mills como uma extensao do conceito
das simetrias de gauge de grupos abelianos para grupos nao-abelianos para fornecer uma

explicacao sobre a interacao da forga forte. No inicio algumas pessoas criticaram a teoria,

um deles o préprio Pauli, argumentando que os quanta da teoria nao poderiam adquirir
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massa, entretanto, o porqué dessa massa so foi entendido em 1960 com a teoria de Nambu-
Goldstone.

Existem trabalhos sobre as teorias de Yang-Mills tanto na Fisica quanto na Ma-
tematica, onde o segundo observa a teoria por um lado mais topoldgico e geométrico
utilizando a Geometria Diferencial e alguns resultados de Topologia Algébrica. Veremos
nesta secao que a analise na perspectiva da Matematica € interessante para a compreensao

dessas teorias e do surgimento dos Instantons de uma maneira mais profunda.

Sem mais delongas, escrevemos a acao de Yang-Mills:

SYM — 21 d*z Tr (F,, F"), (5.1)
92
onde
F.,=0,A,—0A,+ilA, A, (5.2)
e
Au(z) = Aj ()T (5.3)

Os T sao matrizes que geram a algebra de Lie de um certo grupo G :
(7%, T"] =if**T* (a,b,c=1,--- k), (5.4)
onde o k é a dimensao da dlgebra e fo¢ é a constante de estrutura. Além disso,
Tr[T] = 0, (5.5)

5ab

Tr[T°T") = 5 (5.6)

Podemos escrever a acao independentemente das matrizes 7%, da seguinte forma:

1
SYM — 53 d'x Tr [F,, F"™] (5.7)
g
1
=53 d'z Tr [F,T*F**T" (5.8)
g
1 4 a vb arb
=57 | deFLE" Tr [TT"] (5.9)
g
1 4 a I/b ab
= —5.3 | T2F; s 5 (5.10)
g
1 a va
SYM:—4—92 da* Fy Fre., (5.11)

Onde
F, = 0,A, —0,A; — gf“bcAZA‘;. (5.12)
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Substituindo £}, na equagao anterior ficamos com

1 1
s = [t [‘50“’433““ b 50,50 A
) (5.13)
aoc (& rva g aoc rfaae 4 ve
gf® AZAyﬁ“A — Zf be pad AZAVA“dA )
Os primeiros dois termos estao presentes nas teorias abelianas, ja os dois iltimos

sao proprios das teorias nao abelianas, e trazem interagoes cibicas e quarticas entre os

préprios campos A, (z).
Fazendo uma variacao na acao e forcando-a a ser zero, podemos encontrar as
equagoes de movimento para essa teoria, entao

1

55 = —5

) / d'z Tr(F,, F*) (5.14)

= L [ (e Fw ™) + Tr(FusF™))

357
1
=3 /da: {Tr (F*"0F,,)+ Tr (FO0F"), (5.15)
1
=5 d*z{Tr (F,,0F"™) + Tr (F,,0F")}
_ ! d*22Tr (F,, 6 F* 5.16
- _2_92 4 1"( v ) ) ( : )
1 174
§S = g /d4x Tr (F,,0F™), (5.17)
onde
SFM = § (OMA” — OV AF + i [AF A”)), (5.18)
=0, (0A”) = 0" (0A") +i [0 A", AY] +i[A", 6 A”], (5.19)
= 0" (JA”) +i0AF - AY +iAFOAY — (u < v), (5.20)
Logo, substituindo o resultado acima em [5.17] temos:
1 v N v N v
0S = —E/d‘lx Tr (F, (0" (6A”) +i0 A" - AY +iAFSAY — (n < v))). (5.21)
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Como F,, = —F,,, entao
2
0S = —? /d4x Tr (F,, (0" (0A”) +id A" - A” +iAFGAY)) , (5.22)
2 y . v : v
0S = —;/d% Tr (F,,0" (0A”) +iF, 0A” - A* +iF,, AFGA"Y) . (5.23)
Utilizando da mesma propriedade anterior de F},,, entao
2 v . v . v
5= / ' Ty (Fd (5AY) — iF6A - AP 4 iF,, APGAY) | (5.24)
Pela propriedade ciclica do traco, vemos que
2 v . v . v
0S = —g—2/d4:c Tr (£, 0" (0A”) —idA” - F,, A" 4+ iF,, A" AY). (5.25)
Podemos reescrever da seguinte forma
2 v , v
5 = [ ala T (B0 (54) —i (4", ] 64°). (5.26)

Logo, integrando por partes temos

2

s

0S = /d4:c Tr (—(0"F,,)0A” — i [A*, F,, | A”) + termo da superficie.  (5.27)

Dessa forma, como estamos sempre querendo encontrar um extremo da agao, logo

0S5 = 0 e por isso,

2 . v
58 = e / d*x Te{ (0" F,, — i [A*, F,,] )6 A"} = 0. (5.28)
Como 9 AY é arbitrario, entao teremos que

O"F,, —i[A" F,] =0. (5.29)

Vemos que por definigao, as equacoes de movimento podem ser reescritas como

DFF,, = 0. (5.30)

Sabemos que F),, satisfaz a identidade de Bianchi e por isso

D,Fyy + D,Fyy+ DyFyy, =0, (5.31)
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e além disso,
D'F,, =0, (5.32)

onde [, = %EWUF P7. Vale ressaltar que esse resultado para o tensor dual aparece gracas
a tdentidade de Bianchi, logo nao podemos considera-lo como uma equacao de movimento

do sistema.

A partir da equagao de movimento podemos definir uma corrente conservada j,

da seguinte forma
Jy=—0'F,, =i[A* F,)], (5.33)
ja que
0"j, = —=0"0"F,, =0, (5.34)

porque F},, ¢ anti-simétrico em vu. As cargas conservadas para essa corrente sao:

Q= /d%jo, (5.35)
Q= / d’x(—8"Fy). (5.36)

Usando o Teorema de Gauss,
Q= /dQUiFiOa (5.37)

onde a integragao é realizada em uma superficie no infinito.

A principio podemos acoplar os campos A,, a fontes externas J,(x), para isto basta

adicionar o seguinte termo na agao de Yang-Mills:

3 / d'z Te(A"T,), (5.38)

onde J,(z) = J(x)T*. Logo, as novas equagoes de movimento seriam

DME,, = J,. (5.39)

Para preservar a covariancia da equagao de movimento, podemos exigir que 7, se

transforme de maneira covariante, ou seja,

J, = UJU". (5.40)

A corrente de Noether nesse caso sera dada por
Jp=—0"F,+ Ty (5.41)

Podemos fazer uma andalise do termo que adicionamos na nossa agao, fazendo uma

transformacao de gauge no mesmo, entao
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S F / d*x Tr (A" - ju)} (5.42)
g
2 [
=— [ d*zo¢c (Tr (A*T,))
g
2
= / d*'xT, (5 A" T, + A*6aT,) - (5.43)
Temos que 64, = —D,w e que 07, = w*[T*, J,], com isso
2
5.43) = ; / d'zT, (—-D,wJ, + A"iw* [T, J.]) . (5.44)

Podemos utilizar as defini¢oes de D, e que w*l'® = w para reescrever equagao

como

5.44) = —3 /d% Tr (0w + i[A*, w]) - T, + iA*|w, T,.]) (5.45)
_ 3 / diz — Tr (0w J, +i[A" w] - T —iA"w, T,)) (5.46)
_ _§/d4a:{Tr (0w T,) + i Te([A%, @] - T, + A* T, )} (5.47)
= [T @ 7) + i T (4,0} (5.48)
Logo temos que
—§/d4x{Tr (0"w - T,) +iTre([AM T, W)}, = —§/d4xTr(8“w - T)- (5.49)

E integrando por partes e descartando o termo da superficie que se anula nos

extremos, temos

5 E / diz Tr (A“-ju)} _ 3 / dhz Te(w - 9"7,). (5.50)

Podemos ver que a tnica forma que o acoplamento de um campo de gauge A" com uma

corrente externa J, seja invariante por uma transformacao de gauge ¢ se

T, = 0. (5.51)

Para a teoria de Maxwell, a equagao acima nao é um problema ja que J, nao

transforma sob uma mudanga de gauge. Para o caso de Yang-Mills temos um porém,
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porque exigimos que J, transformasse de forma covariante, ou seja, J, — UJ,UT. Dessa
forma, 0" 7, = 0 nao é covariante, implicando que para a nossa teoria, o acoplamento

2 | d*x Te(A"J,) quebra a simetria de gauge.

5.2 Instantons

Nesta secao trataremos sobre os Instantons, que sao basicamente sélitons topo-
l6gicos na teoria de Yang-Mills pura. Entretanto, essas solucoes nao estao presentes no
espaco de Minkowski, mas sim no espaco Euclidiano quadridimensional, R*. A motivacao
fisica para escolher o espaco Euclidiano é que em uma teoria quantica no espago-tempo
de Minkowski de dimensao (3 + 1) precisamos calcular integrais de caminho que sejam
analiticamente continuas, para que sejam bem definidas. Podemos fazer uma extensao
analitica realizando uma rotacao de Wick, que trocard nossa coordenada do tempo por
t <> iT que converte a métrica de Minkowski em uma métrica Euclidiana. Somos levados
a imaginar que o espaco FEuclidiano é uma estrutura bem mais simples e por isso nao faz
muito sentido produzirmos essa rotacao e buscarmos por alguma solucao. Entretanto,
veremos mais motivos para adotar essa estrutura e o porquée dela ser essencial para o

surgimento dos instantons.

Seguiremos com as mesmas equacoes para a teoria de Yang-Mills sem acoplamento,
fazendo pequenos ajustes, ja que agora estamos utilizando a métrica Euclidiana com
assinatura (4 + ++) e por isso nao faz diferenca como escrevemos nossos indices. Dessa

forma, nossa acao ¢ definida como

1
SYM — o d'z Tr(F,, F,). (5.52)

Variar essa agao, como ja feito anteriormente, nos da o mesmo resultado

D,F,, =0. (5.53)

Definimos novamente o tensor de forca do campo como F),,, assim omo seu dual

*F,v. Em componentes, podemos defini-la como

. 1
ij == §€yya6Fa,By (554)
onde €,,45 ¢ 0 stmbolo de Levi-Civita e adotamos a convencao de que €234 = —1. Utili-

zando que Tr(F),, F,,) = Tr(*F,,*F,,), podemos reescrever a acado como

1 1 e

25 = “iF d'z Tv(F,,F,,) — e / d'z Tr(*F,,* F.), (5.55)
1

S=—— [ daTe(F,Fu+"F. F.). (5.56)

_ 57
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Vemos que este termo é sempre nulo ou positivo, ou seja,

Tr(FFl +* Fu*Fl) > 0. (5.57)

Podemos completar quadrados e reescrever a expressao da seguinte forma

{Te((Flw F "Fou) (Bl F " Fi)) £2Te(Fu " Flw)} 2 0. (5.58)

Logo, temos que

Tr((Fw F " Fuw) (Flw F 7 Fw)) = F2Tr(F " Fu) (5.59)
Tr((Fuw FFw)?) > F2Te(F Fu) (5.60)
Assumindo que os campos sao duais ou anti-duais, ou seja, F),, = £*F},,, vemos
que
1
Tr(FFu) > 3 Tr(F " Fu). (5.61)
Logo reescrevendo em termos da agao
) 8
Sym = ?INI, (5.62)
onde .
IN| = ~ 51 / d*z Tr(F,, F,). (5.63)

Podemos ver que encontramos um limite inferior para a acao e nossa condigao para
que ela exista, ¢ que precisa valer as equagoes de campo para o instanton F), = £*F),,.
Essa simples equacao, que parecia uma exigéncia para conseguirmos escrever o limite
inferior da agao, representa muito mais que isso. Ela é o real motivo para estarmos
adotando o espago Euclidiano, ja que essa configuracao de auto-dualidade s6 é possivel ja
que na assinatura da métrica Euclidiana *?> = 1. No espaco de Minkowski *? = —1, entao
nosso limite inferior para a agao seria satisfeito somente se F),, = +1*F},,, que nao possui

solucgoes reais. As solugoes reais apenas aparecem no espaco Euclidiano.

Além disso, podemos perceber que o limite inferior é exatamente o nosso segundo

nimero de Chern para um gauge SU(2) em R*, dado por

1
Co = — EFNF). 5.64
=5 | (FAF) (5.6
Nosso N é um invariante topoldgico, ou seja, independe da métrica do espaco.

Antes de comecarmos a trabalhar com instantons efetivamente, devemos mostrar como

esses sélitons aparecem gragas & topologia da nossa teoria. Vimos no Apéndice [B] que
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para a existéncia dos sélitons topoldgicos na variedade do vacuo M, se a dimensao dessa
variedade é d, precisamos mostrar que m;_1(M) = Z. Olhando para o espago Euclidiano
de quatro dimensoes que estamos trabalhando possui um grupo m3(R*) = 0. Entretanto,
campos de gauge puro na esfera S™ podem ser classificados pelos mapas das funcoes de

transigao, S"~! pra o grupo de gauge G, 7,_1(G).

De qualquer forma, qual é o sentido de adotarmos o espaco euclidiano se sélitons
topoldgicos nao podem surgir no mesmo? Pode ser visto no Apéndice [D| para o nimero de
Chern para campos de gauge nao-Abelianos que existe um mapeamento de um elemento

do grupo de gauge no infinito, dado por
Uy : S* — SU(2), (5.65)

dessa forma vemos que existe um mapeamento que vai de S — S% que é de fato a
mesma coisa que fazer m3(S®) = Z. Logo, percebemos que os instantons emergem desse

mapeamento.

Chegamos na parte de mostrar explicitamente as solugoes do tipo instanton, cuja
equacao de movimento é F,,, = £*F,,. Para fazer isso, podemos construir este mapa
citado na equagao [5.65

. Ty +i1T -0
U(z) = 47,
[ cosx+isenxcost)  isenysente " (5.66)
isenysenet®  cosy — iseny cosy .

Seguindo os passos anteriores que fizemos para os outros sélitons, podemos propor

um ansatz escrito como:

Au@) = V@OV (@) (5.67)

em que f(oo) =1 e f(0) = 0. Usando a definicdo de F},, em [5.2, vemos que tal tensor
pode ser escrito como

Fu =~ [@0,/) U U + f0,U8,U" + f* (Ud,UY) (U,UT)
g (5.68)
—(p > v)]
Sabendo que U é unitario, entao (@LU T) U = —U'9,U, utilizando isso no terceiro
termo da equagao [5.68 temos
F, = é [(0.1)UBUT + (1 — /O, U0,U" — (1 4 v)]. (5.69)

Podemos reescrever a equagao acima em coordenadas esféricas quadridimensionais,

definindo
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9 =pd,+xp 'O, + U(psen x) L9y + ¢(psen ysen ) "1, (5.70)

Como f é uma fungao de p e U é funcao de (x, v, ¢), temos:
_ b t
Foo=—=fpU0U",
g.’ 1 (5.71)
Fyp = ;f(l - f) (p2 sen2xsen@/1) (8¢U8¢UT — 8¢U3¢UT) :

Utilizando a defini¢ao do dual [5.54] podemos observar que *F,, = —Fy4, mas
pela solugao do instanton *F',,, = F},,, logo, F,, = —Fy,. Com isso, fazendo uso dessa

igualdade na equagao anterior e fazendo a separacao de variaveis, temos

pf'=cf(1=1), (5.72)

U U = —c* (sen2xsenw)_1 (8¢U8¢UT - 8¢,U8¢UT) , (5.73)

em que ¢ é uma constante, que aparece pelo método de separacao de varidaveis. Substi-
tuindo a equacao [5.66| na [5.73], verificamos que a solucao s6 é satisfeita se ¢ = 2. Para a

equacao [5.72 a solucao é:
2

fp) = ﬁ, (5.74)

em que a é o tamanho do instanton.

Figura 17 — Graficos da solucao do instanton f(p), para diferentes valores de a.

" flp] fip]

0&F
0&F

06-
06+

04
04

02k 02l

a=2 a=10

flpl,,.

08l
08}
04t

02r




5.3. O 0-vdcuo 93

5.3 O 0-vacuo

Todas essas contas envolvidas sao bastante interessantes mas, até agora, nao pas-
saram de uma curiosidade matematica sobre a teoria de Yang-Mills. Tentaremos, nesta

se¢ao, entender um pouco mais sobre o significado dos instantons.

Podemos discutir quem ¢ o real vacuo da nossa teoria, ou seja, o estado de minima
energia. Inclusive, para esta teoria, temos infinitos vacuos. Essa ideia nao deveria ser
uma surpresa, ja que vimos o mesmo acontecendo para a teoria de sine-Gordon. No
instante em que compactificamos o nosso espaco, colocando um ponto em cada infinito,
criamos os vacuos degenerados para a teoria de Yang-Mills. Na verdade, nao devemos
nos preocupar muito com a teoria ter infinitos vacuos, ja que, como em outras teorias
ja abordadas, consideraremos os vacuos com os nimeros de instantons N e M. Existem
estados de vacuo diferentes nessa teoria para cada nimero de winding diferente, ou seja,

cada um pertence a uma classe de homotopia distinta.

Dessa maneira, somos levados a pensar que esses vacuos sao desconexos, mas
veremos que o instanton consegue tunelar por estes estados de vacuo, ou seja, dado um
estado |n) e um estado |n’), o instanton consegue fazer um caminho de [n) — [n+n'), e

se n’ = 1, temos o chamados instantons-BPS.

Podemos calcular a amplitude de transicao para esses dois estados. Em SU(2), é
dada por
(n'|H|n) ~ e I"=niS1, (5.75)

2 . .
onde S = 8gi2. Esses elementos de matriz dependem apenas de n’ —n e por isso podemos

definir o vacuo real da nossa teoria, o §—vacuo, da forma
0y => e "In). (5.76)

Como existe um tunelamento entre os estados |n) e, o fato de (n’|H|n) depender
apenas de |n’ — n| nos diz que os estados ]n> nao sao autoestados do Hamiltoniano.
Podemos observar que o #—vacuo é o real vacuo da teoria calculando o operador de

evolucao entre os dois #—vacuos.

<6l |€7th| 6> — Z ein’&’efinH <n/ ’ef’th’ n> , (577)
_ Z ein/(G’fﬁ)ei(n/fn)Q <n/ |efth| n> ’ (578)

<9/ |6—th| 9> _ Z ein'(ﬁ’—e)eikQ <k: |€—th{ O> : (5.79>
'k
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= 2w (0 — 0) Z ™ (k|e | 0). (5.80)
k

Entao, vemos que um #—vacuo nao pode evoluir para outro diferente. Se nés
supomos que vivemos em um estado de € definido, entao estados com outros valores de
0 sao inacessiveis para nos, entao, de certa forma, 6 é efetivamente uma constante da
natureza. Para entender melhor o papel do parametro #, imagine um estado com ntimero
de winding n_ em x4 = —oc0 e terminar com um nuimero de winding n, considerando a
integral de caminho euclidiana, as tinicas configuragoes de campo que contribuirao sao as
que possuem o numero de winding n, — n_. Dessa forma podemos escrever tal integral

de caminho como

Zn+<—n7<‘]) - /’DAnJr—ne_S—’—fd%Tr(JuAu)' (5'81)

Vemos que a integral depende apenas na diferenca de caminho n, — n_. Pode-
mos escrever essa integral em termos do #—vacuo, em particular comecando de |9> e

terminando em |6’ >, assim, utilizando a equagao , temos que

Zyo(J) =Y 0=z, 0 (J). (5.82)

n_,ng

Seja ny = n_ +n, entdo nyd —n_0 =n_(0' —0) +nb'. Ja que Z,, ., (J) ndo

. Y ~ y /7
depende de n_, mas sim, de n, n_ aparecerd na equacdo com um fator de e~
Somando sob todos os n_ fard o mesmo que na equagao [5.80] ou seja, temos o surgimento

de um §(¢' —0), o que mostra que o valor de 6 é independente do tempo. Com isso, temos

que
Zo(J) =) e / DA, e ST diTrir A, (5.83)
Utilizando do fato de que n = 62; [ d*zTr (F ‘“’FW> , podemos reescrever essa
integral na seguinte forma
4 1 1% 2g2‘9 [V I
Zo(J)= | DAexp [ d*zTr —§F F. + 647‘(’2F F.+J'A,|. (5.84)

Vemos que aparece um termo extra na nossa Lagrangiana de Yang-Mills e tal
termo é acompanhado pelo 6. Colocando x4 = it, conseguimos escrever essa integral no
espaco de Minkowski, entao

2 ~

1 0
Zog(J) = /DAeXpi/d4x Tr {—§F’“’FW - 6947T2FWFW + J“Au] : (5.85)

Classicamente, tal termo nao teria efeito, uma vez que adiciona uma divergéncia
total para a densidade Lagrangiana deixando assim as equacoes de Euler-Lagrange inalte-

radas. Até quanticamente, isso nao tem efeito na teoria das perturbagoes: Se pensarmos
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neste termo dando origem a um novo tipo de vértice nos diagramas de Feynman, a deri-
vada da um fator do momento total entrando no vértice que é zero. E por isso que este
termo geralmente é omitido nas discussoes introdutorias da Teoria de Yang-Mills e o mo-
tivo da importancia ou, até mesmo, a possibilidade de tal termo existir nao foi apreciado

até a descoberta das solugoes de instantons de Yang-Mills.

E recomendado ao leitor que leia o apéndice, caso o mesmo deseje entender melhor
sobre o 86— vacuo e as discussoes topoldgicas da teoria de Yang-Mills pura. Inclusive, po-
demos oferecer uma melhor explicacao aqueles que compreenderam as contas apresentadas

na secao anterior.

Como discutido, na teoria em que estamos trabalhando, estamos mapeando nossa
simetria do vacuo com o nosso espaco no infinito. Existem mapas que podem ser conti-
nuamente deformados para a identidade, enquanto outros nao. Ja que m3(SU(2)) = Z os
mapas que nao podem ser deformados para a identidade formam classes de equivaléncia.
Elementos que pertencem a mesma classe de equivaléncia geram small transformacgoes
de gauge, ou seja, relacionam diferentes representacoes para o mesmo estado fisico, en-
quanto que para mapas que pertencem a diferentes classes de equivaléncia, existe uma
transformacao de gauge large que relacionam ambos os mapas, entretanto, os mesmos sao
topologicamente desiguais ja que cada um possui um nimero de Chern-Simons distinto.
A leitura da referéncia [71] é bastante recomendada, por apresentar excelentes analogias,
aqueles que desejam aprofundar melhor sobre a diferenca entre uma transformacao de

gauge dita small ou large, além de relacionar o assunto com o — vacuo.

Até agora, estdavamos trabalhando em SU(2). O que acontece para grupos de
gauge maiores? Veremos que para grupos de ordem maior G, se SU(2) for um subgrupo
do mesmo, entao as solugoes do tipo instantons ainda serao validas. Vemos que isso nao
acontece para U(1). Tendo isso em mente, veremos o que acontece se trabalharmos com
SU(3) o grupo da QCD e a partir disso mostraremos como a soluc¢ao dos instantons resolve

o famoso problema U(1) do Modelo Padrao.

5.4 QCD e o problema U(1)

Para entender o problema U(1) vamos primeiro introduzir nossa teoria de Yang-
Mills com o grupo SU(3)¢, mais conhecido como a QCD. A Cromodinamica quantica
(QCD) é a teoria da interagao forte entre quarks e glions, as particulas fundamentais que
constituem os hadrons, como o proton, o néutron e o pion. O andlogo QCD da carga
elétrica é uma propriedade chamada cor, os glions sao os portadores de forca da teoria,
assim como os fétons sdo para a forga eletromagnética na eletrodinamica quantica (QED).
A Lagrangiana da QCD pode ser escrita como

. Y= . — A\ B 1 apy a
Laop = ixX1*a" (D)7 xpi +i€l,0" (D)5 € — LGMG (5.86)

p
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onde D), = 9, — ig\" A, e D, =09, - z'gX“AZ com (X“)g = —(A%)$ que sao as derivadas
covariantes. A* sdo as matrizes de Gell-Mann do grupo de cor SU(3). O o, = 1,2,3
e 1 = 1,2,3 sao indices de cor e sabor, respectivamente. Os 50‘2 sao campos de Weyl
canhotos. Neste caso consideramos a teoria com apenas trés sabores de quarks, u,d e
s. Vamos assumir também que a massa desses quarks é nula, que faz sentido ja que as

massas m,,, My, Ms SA0 Muito pequenas, se comparada as energias envolvidas na QCD.

Além da simetria SU(3) a Lagrangiana tém uma simetria, aproximada, de sabor

definida globalmente U(3) x U(3), representada por

Xai = LiXaj, (5.87)

€7 — (R*)E¢, (5.88)

onde L e R* sao matrizes 3 X 3 unitarias. Em termos do campo de Dirac

W = ( 2(? ) . (5.89)

Podemos reescrever as equacoes da forma:
J
PL\Ijai — LiPL\Ijaj

] (5.90)
PR\IJOE — RgPR\Da%

onde P r = 1(1 F~°). Por isso essa simetria de sabor ¢ chamada de U(3), x U(3)g.
Uma simetria que trata as partes destras e canhotas de um campo de Dirac de maneira
diferente é considerada quiral. Outras simetrias como as simetrias vetoriais (também
chamadas de simetrias diagonais) significam que a mesma transformagao é aplicada nas
duas quiralidades. Simetrias axiais sao aquelas em que uma transformagao é aplicada nas

particulas canhotas e a inversa nas particulas destras.

Essa simetria com trés sabores e com as massas dos quarks desprezivel é U(3) x
UB)r ~ SU(3)L x SUB)gr x U(1)y x U(1)a . Na quebra espontanea de simetria que-
rermos evitarmos a quebra da invariancia de Lorentz e a quebra da simetria SU(3).,
precisamos de um escalar de Lorentz e de um singleto de cor. Entretanto, nao temos cam-

pos escalares fundamentais na teoria, logo, o candidato mais simples é um condensado de

(0

onde «, 8 = 1,2 sao os indices spinoriais conjugados; €., é o simbolo de Levi-Civita; e

quark-antiquark, dado por:

- 1 .
Yaia)|0) = =2 A28 e, (5.91)

A é um parametro com dimensao de massa. Quando especificamos R = L vemos que o
condensado nao varia por transformagoes do subgrupo SU(3)y. Logo, SU(3). x SU(3)r

é espontaneamente quebrado para SU(3)y. Podemos mostrar essa afirmacao fazendo

<0 0> , (5.92)

onk;agb g

o> S LM (RY @ <0

Xaiagbﬁj
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1 =
— —6A35aﬂeab (LRY)] . (5.93)

Logo, quando L = R, que corresponde a transformacao SU(3)y. Essa invariancia
mostra que a simetria citada nao é quebrada. Entretanto, para uma transformacao mais
geral onde L # R, nao existira essa invariancia e isso nos sugere que os geradores axiais

sao quebrados.

Uma Lagrangiana efetiva de baixa energia, também conhecida como Lagrangiana
quiral, para os noves bésons NG esperados, pode ser construida [72] para calcular a massa

tedrica dos bosons carregados, que sao:

m2e = 20°f72 (my, + ma) (5.94)
mies = 20°f2 (my, +my), (5.95)
Moo = 20° £ (mg + my) (5.96)

onde f, é a constante de decaimento do méson 7°. Para os bdsons neutros as massas sao

m2, = m2y, = 4mA?/ f2, (5.97)
8 3
2 30-2 2
m, = ngA fx (1 + d ) , (5.98)
9 2
m2 . (5.99)

9 = ———=M_o
™ 44327
onde r = %, foi utilizado, a fim de simplificacao, m, = mg = m << my e fg é a constante
de decaimento do méson 7.

Vemos na equacao para m? que quando r — oo, ou seja, fg — 0 atingiremos um
méaximo v/3m,o. Entretanto, essa particula ndo aparece na natureza. Essa discrepancia

entre a teoria e experimento é chamado de problema U(1).

Entretanto, existe uma solucao para esse problema que é a anomalia de Adler-
Bell-Jackiw. Como a divergéncia da corrente axial J{ associada a esta simetria obtém
correcoes quanticas nos diagramas de Feynman da forma

9°N
6472

onde N é o numero de quarks sem massa. Essa anomalia também altera a acao da seguinte

0, (0|J5| A%(p)A®(q)) =

(0]corci,

A'(p)A(q)),  (5.100)

forma

2

9N vo
6S = a/d%&ujg‘ =-ag /d%e” neem (5.101)
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vemos que a corrente nao ¢ conservada, entdo a simetria axial U(1)4 ndo seria uma
simetria verdadeira da QCD e, por isso, nao precisariamos esperar nenhum béson de NG

proveniente do mesmo. Entretanto, como

N N 2
T B Ty (G, Glag] = — 2P, Tr | A0 As — —igA,Aads| |

6472 1672 3 (5.102
g°N 10

= _J " u

o 167r2a“W ’

onde )

WH = ijaﬁ Tr [Al,ﬁaAﬁ - gigAuAaAﬁ] s (5103)

que ¢é conhecida como a forma, ou melhor, a corrente de Chern-Simons. Podemos rees-

crever a equacao da corrente como

9, (0172] A(p) 47(q)) = L

- 16w2 H

W (5.104)

Por causa dessas identidades 0.5 é uma integral de superficie pura

5S = —a% d1z0, W = —ozlg;j:; / do, W, (5.105)

Logo, podemos pensar que o termo [ do,W* = 0 e a simetria U(1) axial retor-
naria, trazendo de volta o problema U(1). Entretanto, gragas aos intantons, vemos que
J do,WH # 0. Ja vimos pelas formas de Chern-Simons que a integral referida representa a
carga de Chern-Simons, que é o nimero de winding. Como sabemos que diferentes niime-
ros de winding podem ser alcangados por meio de instantons, chegamos a duas conclusoes

importantes.

A primeira é que a simetria axial ndao é mais uma simetria da Lagrangiana da
QCD, jé que a existéncia dos intantons afeta na carga Qs = [ d*zd,J¥, no sentido que a

carga depois do instanton difere da carga antes como

AQs = / d*zd,JE,
_¢°N
3272
= 42N.

a1 [6r G (5.106)

Além disso, na Lagrangiana da QCD, gracas ao efeito dos instantons, surge um
termo que nao é invariante por transformagoes C'P, originando em um novo problema,
o problema CP, que é solucionado pelos Axions, particulas hipotéticas propostas por
S. Weinberg e F. Wilczek [73] [72]. Os defeitos topoldgicos vistos nas duas primeiras
secoes, domain walls e cordas cosmicas sao produzidos em modelos que contém o axion,

ja que apés as sucessivas transicoes de fase do Universo primordial, as cordas cosmicas
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podem ser criadas e uma vez produzidas elas podem vibrar e produzir axions estaveis. O
mesmo acontece com os domain walls, apds a quebra da simetria U(1) pg de Peccei-Quinn
subgrupos abelianos discretos, tais como o Zy, podem gerar domain walls estaveis ou que

decaiam em &dxions. Nao exibiremos os detalhes, que podem ser vistos em [74].
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CAPITULO

CONCLUSAO

No presente trabalho, estudamos sélitons topologicos na teoria de campos. Co-
mecamos com a teoria de um unico campo escalar em um modelo unidimensional e, com
isso, encontramos as solugoes estaticas chamadas de kink e anti-kink, calculamos sua

energia cldssica e a correcao quantica tanto para o modelo ¢*, quanto para o modelo

: X _ 2v2m? V6 3V2 A
sine-Gordon, e os valores encontrados sao: Mkink¢4 = =0+ (ﬁ — 5= )m+ O(E)
3 . , .
e Miinkge = 8% -+ O(%), respectivamente. Vale ressaltar que os célculos realiza-

dos nesta secao foram apresentados com um alto grau de detalhamento até a correcao
da massa do kink, calculos estes, omitidos em todas as literaturas. No fim desta secao,
apresentamos ainda a dinamica de multi-kinks e como podemos obter essas solugoes atra-
vés das transformacoes de Bécklund, um assunto bastante interessante, mas que safa do

escopo do trabalho e teve de ser abordado de maneira corriqueira.

Para descrever os vértices, vimos que pelo teorema de Derrick, precisamos adicio-
nar um termo de gauge na Lagrangiana para encontrar o soliton topolégico com energia
finita. Assim como no caso do kink, as contas também foram bastante detalhadas, apre-
sentando duas maneiras distintas de como encontrar as equacoes de movimento, partindo
da energia, tais célculos auxiliaram bastante no capitulo seguinte dos monopolos magné-
ticos. Os vértices, como defeitos topoldgicos na Cosmologia, sao estruturas extremamente
interessantes por apresentarem um carater bastante exético. Como brevemente citado,
essas estruturas teriam massas enormes e seriam facilmente detectaveis. Entretanto, o

modelo precisa de alteragoes, ja que essas cordas nao foram detectadas, o que sugere que
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o limite energético das mesmas deve ser bem menor do que o previsto.

Seguimos estudando os monopolos magnéticos, estruturas esfericamente simétri-
cas, propostas por Dirac, em 1931. Demonstramos como podemos resolver o problema
doV- B = 0, definindo as cordas de Dirac e, partindo das mesmas, demonstramos como
a existéncia de um unico monopolo garante que a carga elétrica é quantizada. Os mo-
nopolos, como sélitons topoldgicos, s6 foram propostos em 1974 e, nessa dissertacao, ao
apresentarmos a analise topoldgica, encontramos as equagoes de movimento e derivamos
a massa para esse monopolo. Encontramos, ainda, a solugao BPS para essa particula,
assim como o limite BPS, que estima o limite inferior para a massa do monopolo, de-
monstrado como M > ™<|n|, uma massa muito maior que os bdésons W. Procuramos,
também, o monopolo na teoria eletrofraca, que sao vistos como uma solucao particular do
Dyon de Cho-Maison. Primeiramente, acreditava-se que o monopolo magnético nao pode-
ria aparecer nessa teoria, dados alguns argumentos topoldgicos. Vimos como poderiamos
redefinir o vacuo do modelo, de maneira que a teoria comportasse essas particulas, ou
seja, ndo terfamos mais uma teoria com my(S%), mas sim, my(CP'). Apresentamos como,
durante o calculo da energia para essa particula, a integral exibia um termo divergente,
que s6 foi controlado apds realizarmos uma extensao nao-linear do grupo da hipercarga
U(1)y. Dessa maneira, utilizando novamente o limite BPS, foi estimada a energia e, con-
sequentemente, a massa para o monopolo na teoria de Glashow-Weinberg-Salam, dadas as
seguintes extensoes da eletrodinamica nao-linear, a menos do fator 3 : E (pogaritmico) = 7-98
TeV, E (Exponencial), > 6.78 TeV, E (Bom-mnfeld) = 10.48 TeV. As massas ainda sao maiores
do que os detectores conseguem atingir, mas ja enchem de esperancga os pesquisadores
da area, que tanto buscam por esta particula. Finalizamos o capitulo mencionando, bre-
vemente, algumas formas de deteccao do monopolo, ressaltando sua propriedade de ser
uma particula altamente ionizante. Demos um enfoque principal ao ATLAS e ao Mo-
EDAL, detectores no LHC que buscam por essa particula de diversas formas, que sao
pertencentes ao centro de pesquisa onde os pesquisadores esperam receber noticias sobre
o monopolo. Além disso, ressalto a importancia e relevancia do estudo dessa particula
no ano de 2022, ano este em que o LHC retorna a realizar medigoes, apds passar por um
periodo de refinamento dos equipamentos, em virtude de alcancar maiores espectros de

energia.

Por fim, tratamos dos instantons, pseudo-particulas que aparecem na teoria de
Yang-Mills pura, no espaco Euclidiano quadridimensional. Mostramos que para encontrar
. . . ~ 2 . . . ~ ,

o limite inferior para a acao S&,, > 89%|N |, precisamos impor a seguinte equagao, que é

a equagao de movimento dada por F),, = £*F},,. Vimos como o real vdcuo da teoria é, na

0y ~
. . : g-0 v

verdade, o f—vacuo e por isso temos um termo na Lagrangiana —— F*F,,,,, que depende

de 0. Além disso, vimos que na QCD esperava-se nove bosons de Nambu-Goldstone,

entretanto, foram detectados apenas oito e, a partir do termo anterior, mostramos que

a simetria axial U(1) ndo é uma simetria verdadeira da Cromodinamica quantica. Com
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isso, os instantons resolvem o problema U(1) da QCD, entretanto, pelo termo adicionado
depender de @ e, por consequéncia, temos a origem de um novo problema, a violacao C'P,

que ¢ solucionada pelos Axions.

Existem diversos caminhos para seguir em futuros projetos, ja que nesta area
existe bastante espaco para trabalhos criativos. De inicio, podemos seguir estudando
esses solitons topoldgicos aplicados na Cosmologia, de uma forma, assim como abordado
nessa dissertacao, bastante detalhada. E possivel também continuar estudando diferentes
estruturas topoldgicas aqui citadas, como os Skyrmions, Sphalerons e os Axions. Ainda, ha
a possibilidade de estudarmos os monopolos magnéticos em diferentes teorias ou extensoes
do modelo padrao, podemos construir diferentes ansatz ou trabalhar com essas particulas
em variados espagos topoldgicos. Outro assunto interesse é o estudo dos instantons na
abordagem da geometria diferencial, uma linguagem mais moderna das teorias de gauge,

outra linha possivel de continuacao desse trabalho.

Encerramos essa dissertacao de mestrado cumprindo o objetivo, anteriormente,
proposto. Conseguimos descrever e compreender os solitons topoldgicos colocados, apre-
sentando todos os passos para chegarmos aos resultados. Acreditamos que, com esse
trabalho, seremos capazes de aplicar o conhecimento adquirido nos eventuais projetos e

linhas de pesquisa a serem seguidas nos revelando cada vez mais, os segredos do Cosmos.
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APENDICE

A

TRANSFORMACOES DE BACKLUND

Para conseguirmos encontrar as solugoes obtidas na se¢ao 2.6 precisamos entender
sobre as transformacgoes de Bécklund, isso porqué a partir de uma solucao, podemos
utiliza-la como uma semente, e aplicar uma transformacao de Béacklund para chegar em
outra solugao da mesma equagao. Ou melhor, as solugoes da equacao de sine-Gordon
corresponde a uma superficie em R? com curvatura Gaussiana constante negativa (k =
—p%), e Backlund mostrou como obter uma hierarquia de solucoes a partir de uma solugao
inicial.

Este trabalho envolve uma série de grandes matematicos como Darboux, Bianchi,
entre outros, logo, para interessados no assunto é recomendada a leitura da referéncia
principal para este tépico [75]. Vale ressaltar que aqui nao sera abordado todo o as-
sunto e muitas demonstracoes serao deixadas de lado, mostraremos as defini¢oes e contas

necessarias para encontrar as solucoes dos breathers de sine-Gordon.

Comecaremos pelo caso mais simples, com as coordenadas luz cone, mostrando
como chegamos na solucao do séliton a partir da solu¢ao do vacuo. Para fazer isso, nossa

equacao de sine-Gordon é dada por:

W), = — sind/, (A.1)
P
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A transformacao de Bécklund Bg para tal equacao ¢ dada por:

(£5), = Do (U19), a2

(49),2e(5)

Sabemos que o vacuo é uma solucao w = 0, logo usaremos ela como uma semente.

Logo, podemos utilizar as transformacoes para encontrar uma nova solu¢ao nao-trivial.

Com isso, temos

w, = % sin <%/>, (A.4)
W, = ﬁlp sin (%,) (A.5)

Podemos comprovar que de fato esta transformacgao obedece a equacao de sine-

Gordon, basta derivar a primeira equacao em funcao de v, ficamos com:

W, = % cos (%’)%” (A.6)
Substituindo w,,, temos:
W, = % cos (Ci/> ,Bip sin (Ci/> (A7)
Resultando em
W, = %sin W'

Entao, para encontrar nossa solucao nao-trivial basta integral os w'’s encontrados.

Com isso, /
w, = % sin <%>, (A.B)
[, "

sin (%) P

Similarmente para v, /
W, = 6% sin (%) (A.10)

/L ~ [ (A.11)
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Integrando as equacoes acima temos para j e v respectivamente,

28y 1 1
- 21In (csc (2_w’> — cot (2_w’>> + f(v), (A.12)
2v 1 1
7 2In (csc (ﬁ) — cot (ﬂ)) + g(p). (A.13)
Subtraindo essas duas equagdes podemos encontrar quem sao f(v) e g(u), entao,
temos: 25 5
o v
— — — = f(v) — g(p). A14
PRy (v) —g(w) (A.14)
Para C' uma constante arbitraria,
2v 2061
fw)y=C—-—, gpu)=——. A.15
(v) B (1) p (A.15)

Colocando este resultado em uma das solugoes temos,

2061 1 1 2v
7:21n<csc (2_w’> — cot (2_w’>> —i—C—B—p, (A.16)
vVTp 2 ]_ 1
Ke = ese(55) = ot (55): (A.17)
vtuB? 1
Ke ™4 =+ (—) A8
e an ( )

Que nos leva a solucao:

v+p 2
w' = 4 arctan (Ke o ) (A.19)

Para o leitor atento, essa equacao ja foi vista, obviamente com parametros diferen-
tes, entretanto, é a mesma solucao do séliton de sine-Gordon. Esse resultado é bastante
interessante ja que vimos que ¢ possivel, partindo de uma solucao, chegar em outra. Isso
nos estimula a querer procurar outras solucoes, o que serd feito a seguir, mas podemos
nos fazer a seguinte pergunta: se conseguimos chegar em uma solucao partindo de uma
solucao semente, isso significa que nossa equagao pode ter infinitas solugoes? A resposta
para essa pergunta é nao, (ndo necessariamente). O que queremos dizer, é que utilizar esse

método recursivo pode nao nos levar em infinitas solugoes, mas sim em solugoes repetidas.

Para entendermos mais solucoes além de um tnico séliton, precisamos introduzir
os diagramas de Bianchi que serao essenciais para nos mostrar um principio, mais especi-
ficamente o teorema da permutabilidade, que serd o ponto de partida para encontrar as

solucoes que desejamos.
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Teorema de integrabilidade de Bianchi

Suponha que w seja nossa solugao inicial, ou seja, nossa semente da equacao de
sine-Gordon e que w; e wy sao transformadas de Bécklund de w via Bg;, e Bg,, ou seja,
w; = Bg,(w) e wy = Bg,(w). Seja wiy = Bg,(wi) e way = B, (w2), podemos montar um

diagrama de Bianchi para a relagao acima.

Figura 18 — O diagrama de Biachi

Fonte: Rogers, C; Schief, W.K. Béacklund and Darboux Transformations: Geometry and
Modern Applications in Soliton Theory. p.29, fig 1.1

Podemos nos perguntar se é possivel que wis = wy; € em que condigoes isso se

aplica. Podemos escrever os w’s do diagrama, explicitamente, da seguinte forma:

Wi = Wy + “sin (w1 ;L w) (A.20)
Wap = Wy + 2—52 sin (< ;r “). (A.21)
Wra = W+ 2_B2 . <w1z +w1>7 (A.22)
Wat y = o + 2761 i (cume) (A.23)

Se colocarmos que wis = woy, entao fazendo (A.20)—(A.21) + (A.22)—(A.23)),

ficamos com
= %[51{ sin (wl ;Lw> —sin (Q ;w)}—i—@{ sin (Q ZM) —sin <w2;—w>}] (A.24)

Por fim, podemos chegar ao resultado de que

B2 + 51 (wz - Wl)]. (A.25)

Q) = w + 4arctan [
By — ﬁl 4

Como pode ser visto no diagrama da figura [19]
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Figura 19 — Diagrama de Bianchi comutativo
Fonte: Rogers, C; Schief, W.K. Béacklund and Darboux Transformations: Geometry and
Modern Applications in Soliton Theory. p.30, fig 1.2

Chegamos entao a solucao cuja condicao wis = woyy. Essa propriedade comutativa
¢é bastante interessante e importante, ja que com a mesma ¢é possivel criar uma rede de N
solugoes para a equagao de sine-Gordon. Isso representa uma superposicao nao linear das

solugoes do séliton com parametros 5 = 3y, ..., Bn, como pode ser visto na figura [20]

Figura 20 — Diagrama da rede

()

\
/

W3
Fonte: Rogers, C; Schief, W.K. Béacklund and Darboux Transformations: Geometry and
Modern Applications in Soliton Theory. p.31, fig 1.3

Solugao dos Breathers

A equagao de sine-Gordon que conhecemos para as coordendas x e t, ou seja, em

(1+ 1) dimensdes é dada por:

Oy — Op = 1 sin(6) cos(0). (A.26)

02

As transformacoes de Backlund para essas coordenadas é dado por:

0, — 0, = ! C(COS 0’ sin @ — cos ¢ sin B’ cos §), (A.27)

psin
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1
0 —0, = C(sin 6’ cos B — cos ( cos B’ sin6), (A.28)

T 7" psin
onde o f = tan(g).

O principio da comutacao encontrado na secao passada, nessas novas coordenadas

¢é dada por:

; G2+ 02—01
tan (912 — 90) . Sin <+> tan (T)
2 sin (ngﬁ) ’
onde 6, e”a solucao semente, 01 = Bg, (6p), 02 = Bg,(6p) € 612 = Bp, (1) = Oa1 = Bg, (6).

Se escolhermos 6y = 0 que ¢é a solucao do véacuo, entao,

(A.29)

0; = 2 arctan (exp ( (t — x cos Q))), (A.30)

psin g
onde i =1,2¢e (4 # (.

Com isso, a solucao para dois solitons é dada por:

@i » t sin <C2-;C1> sinh <X1;X2> (A 31)
= +2arctan , )
sin <C2;C1> cosh <X142rX2>

onde y; = ——(t — xcos ().

psing;
Logo os breathers nada mais sao do que uma subclasse de solugoes periddicas de

dois sélitons, colocando nosso parametro de Bécklund f; = tan (%), O1 se torna:

<52 * 51) it <%> ] . (A.32)

B2 — cosh (%)

OT = 2arctan

Podemos ver que esse é exatamente o resultado encontrado, a meios de parametros.
Vemos que realmente, a compreensao das transformacoes de Backlund sao essenciais para a
compreensao da solucao dos breathers e eles podem se propagar ou serem estaticos. Nao
cobriremos mais solucoes da equagao de sine-Gordon, caso interessados, basta aplicar
0 mesmo processo iterativo na equacao anterior para encontrar a interagao de 3,...,N
sélitons. Como dito, a referéncia [75] é extremamente completa e para mais curiosidades

e informacoes sobre o assunto basta analisar este livro.
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APENDICE

B

HOMOTOPIA E GRUPO
FUNDAMENTAL

Nesta apresentagao mostraremos o basico sobre a ideia de homotopia e, consequen-
temente, sobre o grupo fundamental. Futuramente essa ideia serd tutil para o estudo das
estruturas solitonicas, e por isso a necessidade do seu estudo. De forma geral, veremos que
uma homotopia é uma relacao de equivaléncia e a partir de uma classe de equivaléncia,
poderemos construir o grupo fundamental. A referéncia principal a ser seguida é [70], mas

também utilizaremos alguns argumentos de [15].

Sem mais delongas, uma relacao de equivaléncia ~ ¢ uma relacao que obedece os

seguintes requisitos:

(i) a ~ a (reflexiva)
(ii) Se a ~ b, entdo b ~ a. (simétrica)
(iii) Sea~beb~ ¢, entdo a ~ c. (transitiva)
Dado um conjunto X e uma relacao de equivaléncia ~, temos uma particao natural

desse conjunto em subconjuntos disjuntos chamados de classe de equivaléncia. A classe

la] é composta por todos os elementos = € X, tal que x ~ a.
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Vale ressaltar que [a] ndo pode ser um conjunto vazio ja que a ~ a. Se [a] N [b] # 0,
entdo [a] = [b]. O conjunto de todas as classes de equivaléncia é chamado de espago

quociente, denotado por X/ ~ .

Para podermos definir a homotopia, precisamos antes definir caminhos e loops.

Defini¢ao B.0.1 (Caminho) Seja X um espago topoldgico e I = [0,1]. Um caminho é
um mapa continuo « : I — X, com um ponto inicial xg = «(0) e final 1 = a(l).
Se a(0) = a(1) = zg o caminho é chamado de loop. Um caminho ¢, : I — X, onde

cx(s) = x,Vs é chamado de caminho constante.

Podemos definir uma 'multiplicacao’ de caminhos, mais conhecida como concate-

nacgao.

Defini¢ao B.0.2 (Concatenagao) Sejam «, 3 : I — X, onde a(1) = 5(0).A concatenagio

€ denotada por o x 3, que também é um caminho em X, definido por:

B a(2s), 0<s<1i
a*@(s)—{ BEs—1), l<s<i (B.1)

Continuando com nossa série de defini¢goes, podemos continuar definindo o caminho

nverso.

Defini¢ao B.0.3 (Caminho inverso) Seja o : I — X um caminho de x¢ até x1, o caminho

inverso a~! de o € definido por:

al(s)=a(l—s), sel. (B.2)

Poderiamos pensar que todas essas defini¢coes nos levariam a ideia de um grupo,
entretanto isso nao é verdade, ja que apesar de ¢, parecer o elemento da identidade,

a*xal#£c,.

Apés tantas definigbes, podemos, finalmente introduzir a ideia e a definigao de
homotopia. Como dito anteriormente, a homotopia é uma relagao de equivaléncia, nesse
caso, uma equivaléncia entre caminhos, ou seja, se tivermos dois caminhos e se pudermos

deformar continuamente um no outro, eles sao homotopicos, na forma matematica,
Defini¢ao B.0.4 (Homotopia) Sejam o, : I — X curvas que possuam a mesma fronteira,

ou seja, a(0) = ((0) e a(l) = B(1). Eles sao chamados de homotdpicos, a ~ [3, se 3
H:Ix1I— X, continuo, tal que:

H(s,0) =a(s); H(s,1)=0p(s),V sel
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HO,t) = a(0); H(1,t)=a(l),V tel

O mapa H é chamado de homotopia entre a e 5.

Deixamos para o leitor mostrar que a homotopia é uma relacao de equivaléncia, ou

seja, que obedeca todas as condigoes citadas de reflectividade, simetria e transitividade.

As definicoes acima poderiam ser feitas para loop’s, obviamente. Aqui nao esco-

lhemos fazer isso ja que o caso do loop é particular para os dois caminhos.

A classe de equivaléncia para esses caminhos (e a partir de agora, estaremos tra-
tando com loops, ja que essas estruturas serao fundamentais para os estudos futuros), sao

denotadas por [a] e sdo chamadas de a classe de homotopia de a.

Definigao B.0.5 Seja X um espago topologico. O conjunto de classes de homotopias de
loops em xy € X € denotado por m (X, x9) e é chamado de grupo fundamental ou
primeiro grupo de homotopia de X em xy. O produto de classes de homotopia [a] e [B] €
definido por:

o] % [B] = [a .

Obs: O produto das classes é bem definido, ou seja, independe do representante

da classe.

O grupo fundamental é um grupo, onde os elementos sao as classes de homotopia,

que respeitam as propriedades de grupo:

(1) (la] = [8]) * [v] = [o] * ([8] * 7])  (Associatividade)

(2) o] x[c.] = [a]; [cz] * [a] = [a] (Elemento unitdrio)

(3) [a]*[a ] =[c] =[] =]a"'] (Inversa)

Obs: Se X é conexo por caminhos, entao nés nao precisamos especificar o ponto
base ja que m (X, z9) ~ m(X,21),V z9,71 € X e por isso, escrevemos simplesmente
7m1(X). Além disso, se todos os loops de um espago podem ser deformados para o loop
trivial, existe apenas uma classe de homotopia e denotamos isso por m; (X) = 0, e 0 espago

¢é dito como simplesmente conexo.



114 Apéndice B. Homotopia e Grupo Fundamental

Exemplos de grupos fundamentais

(i) Qualquer loop em R™ pode ser deformado a um ponto, logo, R™ é simplesmente

conexo, entao

m(R") = 0. (B.3)

(i)
m(SY) = Z. (B.4)

(iii) Considere a seguir uma esfera S?. Pode ser 6bvio que qualquer loop neste
esfera pode ser reduzida a um ponto. Se nao for, imagine excluir da esfera algum ponto
através do qual o loop nao passa. A esfera com um ponto excluido é topologicamente
equivalente ao plano, entdo o resultado segue do Exemplo (i). Argumentos semelhantes

aplicados em dimensoes superiores mostram que:

m(S") =0; VYn>2. (B.5)

Existem vérios outros exemplos, mas esses citados serao fundamentais para enten-

der a préxima secao.

Grupos fundamentais de grupos de Lie

No apéndice temos as definicoes mais formais do que é um grupo topolégico e mais
informagoes sobre os grupos de Lie. Aqui, nos conteremos em descrever de forma rapida
essas estruturas. Grupos de Lie podem ser vistos como uma variedade, e o grupo funda-
mental da mesma é do nosso interesse, ja que a distingao entre grupos que compartilham

da mesma Algebra de Lie é crucial. O exemplo mais comum séo os grupos SU(2) e SO(3).

SU(2) é o grupo das matrizes 2 X 2 unitarias com determinante, também, unitario.

Toda matriz desse tipo pode ser escrita como:
U=by+1ib-o, (B.6)
onde 0;(j = 1,2, 3) sdo as matrizes de Pauli e

by + b7 + b5 + b3 = 1. (B.7)

Por essas equagoes podemos perceber que existe um isomorfismo entre SU(2) e S3.
Sabemos que SO(3) é o grupo de rotagoes em trés dimensoes e que, como uma variedade,
pode ser mapeada em uma esfera de raio 7. Existe um mapeamento entre esses dois

grupos, que pode ser escrito como:

U= cos(%) +in - Jsin(%). (B.8)
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A relacao entre os dois grupos também pode ser entendida a partir de um mais
ponto de vista algébrico. O centro de um grupo é definido como o conjunto do grupo
elementos que comutam com todos os elementos do grupo, ou como mais conhecemos,
Casimir; este é na verdade um subgrupo. O centro de SU (2) consiste em dois elementos,
a matriz de identidade I e a matriz z = I, com a ultima correspondendo a uma rotacao
de 27 em torno de qualquer eixo. Estes formam o grupo ciclico com dois elementos,
Zs. Agora suponha que definimos uma relacao de equivaléncia onde cada matriz U de
SU(2) é equivalente a zU = U. Porque z comuta com todos os elementos do grupo,
esta equivaléncia é compativel com a multiplicacao do grupo, e as proprias classes de

equivaléncia formam um grupo, SU(2)/Zs, que é apenas o préprio SO(3).

Além disso, porque SU(2) é topologicamente uma esfera em 4 dimensdes, sabemos
do Exemplo (iii) da se¢ao anterior que o grupo é simplesmente conexo, ou seja, todo loop
pode ser continuamente contraido até um ponto. O que isso nos diz sobre 0 SO(3)? Usando
o mapeamento de elementos de SU(2) para SO(3), qualquer caminho em SU(2) pode ser
mapeado para um caminho em SO(3). Se o caminho for um loop em SU(2), é obviamente,
um circuito fechado em SO(3); uma vez que é contractil em SU(2), deve também ser
contratil e homotépico ao caminho trivial em SO(3). Mas considere um caminho em
SU(2) que comega em algum Uy e termina no ponto antipodal, zUy. Isto é, nao é um loop
em SU(2), mas porque Uy e zUj sao mapeados para o mesmo elemento de SO(3), entao
temos um caminho fechado em SO(3).No entanto, isso ndo pode ser um loop contractil em
SO(3), porque isso implicaria que poderia ser suavemente deformado em um loop trivial,
que deve corresponder, por consequéncia, a um loop trivial em SU(2). Portanto, SO(3)
deve ter pelo menos duas classes de homotopia. Percorrer este loop duas vezes em SO(3)
corresponde a um caminho em SU(2) que vai de Uy a zUj e depois volta a Uy. Este é um

circuito fechado em SU(2), e portanto, deve ser contractil. Assim, temos:

m(SU(2)) = 0, (B.9)

m(S5O(3)) = m(SU(2)/Z2) = Zs. (B.10)

Podemos estender essa ideia para outros grupos de Lie em geral. Para toda algebra
de Lie, existe um tnico grupo simplesmente conexo, chamado de grupo de recobrimento
universal. Seja G este grupo, e K ser o centro ou um subgrupo do centro. Se G é semi-
simples, K é um grupo finito. Nesse caso, definindo os elementos g e kg como equivalentes,
onde g € G e k € K, temos o grupo G/K que nao é simplesmente conexo. Isso exprime

basicamente o que fizemos anteriormente com SU(2) e SO(3),

m(G/K) = K. (B.11)

Se K é, de fato, o centro de GG, entdo G/K é conhecido como grupo adjunto.
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Outro grupo interessante para analisarmos o exemplo é o U(1), que sabemos que

topologicamente corresponde ao grupo do circulo, e com isso, temos:

m(UQ)) = Z, (B.12)

entao, apesar de ser conexo, U(1) ndo é simplesmente conexo. O espago de reco-

brimento simplesmente conexo é R, onde U(1) = R/Z.

Nenhum dos grupos ortogonais é simplesmente conexo. SO(2) é idéntico a U(1),

logo sabemos o seu grupo fundamental. Para SO(N), com N > 3, temos:

T (SO(N)) = Zo. (B.13)

Sabemos que isso precisa acontecer gragas ao grupo de recobrimento de SO(N)
que é conhecido como Spin(N). Teremos uma melhor compreensao quando formos discutir

sobre grupos de homotopia de ordens maiores e como essas ideias surgem.

Tipo de Homotopia

A equivaléncia homotépica de caminhos e loops é facilmente generalizada para ma-
pas. Sejam f, g : X — Y mapas continuos. Se existe um mapa continuo F': X x I — Ytal
que F(z,0) = f(x) e F(x,1) = g(x), f ¢ dito ser homotépico a g, denotado por f ~ g. O

mapa F' é chamado de homotopia entre f e g.

Defini¢ao B.0.6 Sejam X e Y espacos topologicos. X e Y sao do mesmo tipo de homo-
topia, escrito como X ~Y , se houver mapas continuos f: X - Y eqg:Y — X tal que
fog~idY ego f~idX. O mapa é chamada de equivaléncia homotopica e g, seu
inwverso homotopico. Observacao: Se X for homeomorfico a Y, X eY sao do mesmo tipo
de homotopia, mas o inverso € nao € necessariamente verdade. Por exemplo, um ponto

p e a reta real sao do mesmo tipo de homotopia, mas p nao € homeomorfico a R.

Dizemos que um espaco topologico X é contractil quando ele tem a mesma homo-

topia de um ponto. Na defini¢ao formal temos:

Definicao B.0.7 X ¢ contrdctil se, e somente se, a aplicacao da identidade idx : X — X

€ homotopica a uma aplicacao constante.

Demonstragao: Se f : X — {p} é uma equivaléncia homotépica e g : p — X é
a inversa de f, entao g o f =~ idy. Percebe-se que g o f é uma aplicagao constante. Do
mesmo modo, se tdx =~ constante, entao, idy e a constante sao equivalentes homotdpicas,

uma inversa da outra.
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Proposicao 1 Um espaco contrdactil X € conexo por caminhos.

Teorema 1 O grupo fundamental de um espago contrdatil X € trivial, ou seja,
™ (X, l'o) =0.

Prova:

A prova é simples, sabemos que um espaco contratil possui o mesmo grupo funda-

mental de um ponto p, e o ponto tem grupo fundamental trivial.
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APENDICE

C

PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Vimos que o conceito principal para a existéncia do monopolo na teoria eletrofraca
é a projecao estereografica, que nada mais é do que um mapa de uma esfera para o plano.
Todos os pontos podem ser projetados exceto o ponto da projecao, que nos caso foi o polo
Norte e o polo Sul. Esse mapa consiste em tracar uma reta do ponto da projegao até o

ponto a ser projetado e estendendo a reta até a intersecao com o plano.

Figura 21 — Projecao estereografica da esfera unitaria, partindo do polo norte até o plano
z=0.
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A reta que sai do polo Norte no ponto N = (0,0, 1) e intersecta um ponto na esfera
P = (z,y, z) e segue em linha reta intersectando o plano (z = 0) no ponto @ = (X,Y,0)

pode ser escrita como

T Y
X = Y = C.1
1—2z’ 1—2z’ (C.1)

em coordenadas esféricas podemos escrever da seguinte forma

X:senQCOngﬁ _ senfsen ¢ (C.2)

1 —cosf’  1—-cosh

Utilizando que sen(f) = 2sen(%) cos(%

que as coordenadas da projecao estereografica podem ser escritas como

) e que 1 —cosf = 2sen’(%), entdo temos

X = cot (g) cosp, Y = cot (g) sen ¢. (C.3)

Podemos repetir o processo e fazer uma projecao partindo do ponto no polo Sul

onde P = (0,0, —1) e tomamos um ponto Q = (U, V,0). Dessa maneira, temos que
0 0
U = tan 5 ) cos ¢, V=—tan 5 ) sen b. (C4)
Podemos definir coordenadas complexas Z e W da forma

Z=X+iY, Z*=X-3Y, W=U+iV, W'=U-V, (C.5)

que por definicao pode ser visto como

7 = cot (g) e, 7* = cot (g) e W = tan (g) e W =tan (g) e, (C.6)

Logo, podemos identificar a esfera de Riemann como S? ou como o plano complexo
estendido C U {oc}.
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APENDICE

D

FORMAS DE CHERN

D.1 Teoria de Yang-Mills na linguagem de formas diferenciais

Mostraremos uma outra forma de obter a acao e as equagoes de movimento da
teoria de Yang-Mills, faremos uma abordagem mais interessante que utilizara Teoria de
Grupos e Geometria, e que por fim, chegara as mesmas equacoes de movimento ja conhe-

cidas.

Comecaremos por um grupo de gauge G e um elemento desse grupo U, ou seja,

uma transformagao:

U =" ~ 14 gaT, + ... (D.1)

Queremos que essa simetria seja de gauge, ou seja, local. Dessa forma, precisamos

que a* = a“(z), acoplando-o a um campo de gauge.

A transformacao aplicada em um campo pode ser definida como

¥(a) > U@)i(o). s
b(w) = P(x)U' ().

Podemos, agora, tentar construir e definir a derivada covariante nao-Abeliana, a

propriedade que queremos para a derivada covariante é que ela se transforme assim como

0 campo, entao

Dyip(x) = D/ (). (D.3)
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Podemos impor um resultado, demandando que
D' (x) = U(z) Db (x). (D.4)

Podemos introduzir um novo objeto na teoria, ou seja, um campo de gauge nao-

abeliano AZ(x), onde a € g. Logo, podemos definir a derivada covariante como

D,ip(x) = (0, — igAj(2)T*)b(). (D.5)

Logo,
D (x) = (0, — igA," (x)T*)U(2)i(x), (D.6)
= (0uU (@) () + U(z)0b(x) — ig AT U () (x), (D.7)

e pela imposicao que fizemos no inicio, queremos que isso se iguale a
D:ﬂﬂ’(x) = U(2)(0, — igALT" ) (). (D.8)
Logo, precisamos que

U (x) —igA,*TU(x) = U(x)(—igA,T*). (D.9)

Resolvendo para A%, ficamos com uma das férmulas mais importantes para a com-
preensao das contas que iremos fazer futuramente, que é como esse campo nao-abeliano

se transforma, dado por

! arpa ! Arpa Z
AT = U(x) A TUT — ;(c‘)“U)UT. (D.10)

Com isso, para uma transformacao infinitesimal (usando que (7,)" = T,) temos:

U(x) ~ 1+ iga®(z)T,,

D.11
U Nz) ~ 1 —iga®(z)T,. ( )

Logo o campo de gauge se transforma da seguinte forma:

0 (Al(2)T,) ~ (1 +iga’Ty) (ALT,) (1 —iga®T,) —AZTa—éau (1+iga®T,) U, (D.12)

~ 0,0°T, +ig [o"T}, AST,] . (D.13)
Podemos definir o = T, dessa maneira

0A, =0, —ig[A,, ol = D,a, (D.14)
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em componentes temos,

SAN(z) = Dy —igfiAla® = Dya. (D.15)

Podemos reescrever na linguagem de formas, que resultard na mesma equacao de

movimento, entretanto, de uma maneira mais rapida. Podemos entao definir
A=A, dx" F—le“ dx” D.16
= Ay T, = 5 "% xm A dx s ( . )

em que A é definido como:

Definigao D.1.1 (Produto Exterior) Em um campo K, seja ey, ...,e, base de um espaco

vetorial V, de dimensao n. Dadas f e g,p— e qg—formas, entao:

e il"'ipei ® e ® €; ,
d f{ ! v (D.17)
g= g7«1~--qujl X ® ejq_

O produto exterior dessas duas formas, resulta em uma (p+q)—forma, denotada e definida
como:
g =nttrin = ]%q!&f:.zz;;;;;:’.“z:qf"l""“’g’”‘?- (D.18)
As propriedades do produto exterior sao:
i) Associatividade: f AN (gANh)=(fANg)Ah,
i)  Homogeneidade: (cfYNg=c(fNg)=fA(cg), c€K,

iii)  Distributividade: Se f € QP(M) e g € QI(M), entdo:

(f+9) Ah=(fAR)+(gAh).
i) Anticomutatividade: Se f € QP(M) e g € QI(M), entdo:

gNf=(=1)"fAg,

em que wP(M) é o espago das p—formas em uma variedade suave M. Podemos encontrar
que,
F=dA—ig(ANA), (D.19)

em que d é a derivada exterior, definida por:

Defini¢cao D.1.2 (Derivada Exterior) Existe um tnico operador linear d : QP(M) —
QPTY(M) tal que:

i) se feQM)=C>(M), entao, df € o igual ao diferencial de f.
i)  sew € QP(M) en e Q(M), entdo
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dlwAn) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn).
i)  d?=0.
Tomando a derivada exterior de F, temos:

dF = d*A —igd(A N A). (D.20)

Como por definicao d? = 0, entao:

dF = —ig((dA A A) — (A A dA)). (D.21)

Como AN B =—BA A, temos:
dF = =2ig(dA N A), (D.22)
dessa forma podemos fazer:

DF = dF + 2ig(dAN A) = 0. (D.23)
Podemos reescrever nossa acgao para a teoria de Yang-Mills na linguagem de formas

SYM — —%/d‘*x Tr(F A*F), (D.24)

onde * é a estrela de Hodge, definida como

Definicao D.1.3 (Estrela de Hodge) A estrela de Hodge é um operador linear* : Q*(M) —
Q" F(M), definindo a identidade

aN B=(a|p) v, Va,BecQ" M),

em que wol , € uma forma volume e (— | =) : Q¥ (M) @ QF(M) — QO(M).

De maneira geral, a estrela de Hodge transforma uma k—forma em uma (n —
k)—forma, onde n é a dimensao espacial. Veremos que ela serd utilizada na construgao do
dual, e como F' é uma 2—forma, aplicar a estrela de Hodge em F' nos dara, novamente,

uma 2—forma.

Nao cobrimos essas defini¢oes de forma geral e rigorosa, aos interessados 77, 78, [79]

sao Otimas referéncias para entender melhor essas construgoes.

Nas teorias de gauge, os numeros de Chern classificam os sélitons. Estes sao en-
contrados integrando as formas Chern, sobre todo o espago, que sao formas diferenciais

invariantes de gauge de grau par, construidas algebricamente a partir do tensor de campo.
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Os mais simples sao as 2-formas e as 4-formas. O primeiro pode ser integrado sobre um
plano ou uma superficie, e o dltimo sobre R* ou em uma Variedade de dimensao 4. Como
estamos interessados na aplicagao de sélitons em até quatro dimensoes, entao nao discu-

tiremos as formas de Chern de graus maiores.

D.2 Formas de Chern para campos de Gauge Abelianos

A primeira forma de Chern para campos de Gauge abelianos é uma 2-forma defi-

nida por
F

o (D.25)

Considerando nosso campo no plano R?. o primeiro nimero de Chern é a integral
b

da forma no espaco, ou seja,
1

2T R2

(D.26)

&1

Precisamos mostrar que essa quantidade é um inteiro. Podemos imaginar um

campo escalar que se transforma por U(1) na seguinte forma

b — €. (D.27)

Esse exemplo representa o caso dos monopolos magnéticos. Logo, na nossa inter-
secao dos conjuntos que fizemos em S2, separando-a em hemisfério Norte e Sul, vimos que

no equador relacionavamos os dois campos por uma transformacao de gauge na forma

21)

o = e, (D-28)

a? = a — da®. (D.29)

ia<21

~ . o~ _ ) . ;.
Como ¢ e ¢ sdo bem definidos em suas regiodes, e precisa ter um unico

valor, ou seja,
e (9, 21) = e (9,0). (D.30)

/ F:/ a(l)—/ a?. (D.31)
S2 Equador Equador

/saF:/E ) da®Y, (D.32)
quaaor

/ F =a®(271) — o®(0). (D.33)
52

Dessa forma,

Entao,
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Logo,
/ F=2nN, (D.34)
S2
! REE (D.35)
c :
YT on

Esse nimero representa a quantizagao do fluxo do campo magnético para o mono-
polo. A partir desta analise podemos deduzir a quantizacao da carga assim como outras

propriedades. A segunda forma de Chern para um campo de gauge abeliano é dada por

1

Cy =
27 82

< (FAF). (D.36)

Vemos que essa é uma 4-forma, fechada, ja que dF = 0 e localmente exata,

1
Cy=—=d(F NA). (D.37)
72

Em R*, o nimero de Chern para este caso é dado por

Cy = —dF/\A D.38

Se F' — 0 quando |z| — 0o, essa integral desaparece, ou seja, nosso nimero é zero.
Logo para essas condicoes de contorno e para um campo abeliano em R* o resultado nao

é tao interessante.

Vale ressaltar um passo muito importante, e que para a existéncia dos Instantons
é crucial. Quando passamos a integral de R? para um integral em S3 | esse passo pode
parecer trivial j& que existe um teorema que afima que S™! € fronteira de qualquer
variedade compacta e simplesmente conexa de dimensao n. Entretanto, este nao é o caso,

ja que R* apesar de ser simplesmente conexo nao é compacto.

Dessa maneira, somos levados a precisar compactificar R*. Sem entrar em detalhes,
podemos escrever S* = R* U {oo}, adicionando um ponto no infinito, a chamada com-
pactificacao por um ponto. Mesmo assim as equacoes de Yang-Mills sao conformalmente

invariantes e as solucoes podem ser estendidas de R* para S*.

Agora, podemos utilizar o teorema antes citado, ja que S* é compacto e simples-
mente conexo e dessa forma, sua borda é S®. Por isso, no infinito, colocando os campos
indo para zero, podemos fazer a integral em S2 . Veremos que o niimero de instanton estd

relacionado com a diferencga entre os nimeros de winding nos dois pontos em +oo.
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Figura 22 — Compactificacio de S* em R*

83

Us
w0 R*

84

Nastase. H, Classical Field Theory. [80]

D.3 Formas de Chern para campos de Gauge nao-Abelianos

Como nosso F' nao é um invariante de gauge, nao podemos usé-lo como anterior-
mente para o caso Abeliano. Entretanto, podemos fazer uma manipulacao interessante
para uma teoria de gauge com um grupo U(n) ou para um grupo G que é um subgrupo de
matrizes unitarias n x n, entao temos a generalizacao da primeira forma de Chern, dada
por

1

Oy = 5= Tx(F). (D.39)

O trago pegara apenas a parte abeliana, ou seja, U(1). Para matrizes de SU(n)
além de possuirem determinante igual a 1, ou seja, 1 = det M = exp{Tr(In M)} temos
que uma matriz M € SU(n) foi definida por M = e(“a) " entdo temos que 1 = det M =

ia® Tr(T,)

e , com isso Tr(T},) = 0, e apenas U(1) contribuem para o trago diferente de 0.

Com isso, o primeiro nimero de Chern é dado por

C1 — Cl. (D40)
Mo
Para o caso de SU(n), como o que estamos tratando na teoria de Yang-Mills, esse
niumero é zero. Entretanto, a segunda forma de Chern é dada por

Cy = SL(Tr(F A F) = Te(F) A Te(F)). (D.41)

T2

Assumindo que F' nao tenha a parte U(1), logo s6 o termo Tr(F' A F') contribuird
para o resultado. Vemos que tal termo é uma 4-forma e além disse ¢é invariante de gauge,
ja que

Tr(gFg ' AgFg™). (D.42)

Como g é uma O-forma e F uma 2-forma que comutam, entao podemos utilizar a

propriedade ciclica do trago e fazer

Tr(gF AFg™ ') =Tr(FAF). (D.43)
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Podemos mostrar que nossa 4-forma é fechada, ou seja, dCs = 0.

dCy = éd(Tr(F AF)) = —(Te(dF A F) — Tr(F A dF)), (D.44)

2

ecomo AANB=—BA A, entao

1

Utilizando a identidade de Bianchi que dFF + AAF — F A A = 0, entao ficamos
com

1
dCy = FTr((—AAFH?/\A) A F), (D.46)
7

dCy L(—Tr(A/\F/\F) +Tr(FAANF)). (D.47)

~ An2

Utilizando a ciclicidade do traco, vemos que

dCy = 0. (D.48)

Também podemos escrever C, como uma forma exata

1 1

Podemos, agora, fazer uma analise mais especifica para o problema que desejamos,

que é um grupo de gauge SU(2) definido em R*, e dessa forma definiremos

cy = Cy, =N €Z, (D.50)
R4
como nosso segundo nimero de Chern. Esse niimero topoldgico é chamado de niimero de
instanton ou indice de Pontryagin. Diferentemente do caso abeliano, quando |x| — oo e
|F| — 0 a integral é finita e nao nula. Podemos escrever esse decaimento rapido como
F>* =0.

Lembramos que em uma transformacao de gauge para AY temos que

AV =UAU — g(dU)U‘l. (D.51)

Para um campo puro, onde A = 0, ficamos com

Ay = —dUL U (D.52)

Logo vemos que um elemento do grupo de gauge é definido em uma 3-esfera no

infinito, S e toma valores em SU(2) que também ¢é uma 3-esfera. Logo, temos um mapa

Us : S — SU(2). (D.53)
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Logo, podemos obter o segundo niimero de Chern fazendo

Cy = Cg. (D54)

R4

Utilizando a formula de Stokes

/de:/acw, (D.55)

onde w € uma p—forma e C uma (p + 1)— cadeia.

1 1
= Cy = — Tr{FANA—-ANANA]|. D.
o g . r( A 3 NAN ) (D.56)
Como F,, = 0, entao
o= [ Cy=— ! / Tr| Ac NA N A (D.57)
2 — i 2 — 247T2 55 0o 00 oo |- .

Podemos reexpressar em termo dos elementos do grupo, ou seja,

1
= C = —
A e Y

/ Tr ( — dU UM N —dU UM A —dUooUool). (D.58)
S3,

Essa é exatamente a formula de como obter o grau de um mapa de S® para SU(2).
Entao, o segundo nimero de Chern é o grau de Uy, logo, um inteiro. Veremos que este

também é conhecido como niimero de winding para os instantons.
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