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Resumo

Nesta dissertagao, discutimos o formalismo canonico que descreve a evolugao das pertur-
bagoes cosmologicas. Comegamos apresentando os métodos relacionados ao formalismo
Hamiltoniano envolvendo vinculos, mostrando qual a origem desses vinculos e como sua

presenca afeta a analise canonica.

Em seguida, apresentamos o formalismo ADM, que é a descricao das equacoes de Einstein
na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado, feita através da folheagao do espaco-
tempo em folhas espaciais. Mostramos como essa folheacdo induz uma métrica sobre as
folhas espaciais, define o campo temporal e por consequéncia define também a nocao de
derivada temporal. A partir disso, estabelecemos a forma da Hamiltoniana da Relatividade
Geral.

Por fim, aplicamos o formalismo ADM ao contexto da cosmologia inflacionaria. Considera-
mos um modelo cosmolégico com contetido de matéria dado por um campo escalar com
potencial arbitrario. Mostramos como as simetrias associadas ao principio cosmolégico
simplificam o problema para as variaveis relativas ao plano de fundo (background), sobre
as quais desenvolvemos a teoria de perturbacoes lineares para obter a Hamiltoniana que
descreve a dinamica dessas perturbagoes, chegando nos vinculos e na equacao que descreve

a evolugao dessas perturbagoes.

Palavras-chave: Cosmologia, Teoria Inflacionaria, Perturba¢ées Cosmolégicas, Forma-

lismo Hamiltoniano.






Abstract

In this dissertation, we discuss the canonical formalism that describes the evolution of
cosmological perturbations. We start by presenting the methods associated with the
Hamiltonian formalism for constrained systems, then describe the origin of the constraints

and discuss their origin and how they affect the canonical analysis.

After that, we present the ADM formulation, which describes Einstein’s equations as a
constrained Hamiltonian system by foliating spacetime into spatial sheets. We show that
this foliation induces a metric over the spatial sheets, defines the temporal field and, as a
direct consequence, also defines the notion of time derivative. From this, we establish the

Hamiltonian formalism of General Relativity.

Finally, we apply the ADM formalism to the context of inflationary cosmology. We consider
a cosmological model for a universe filled with a scalar field with a generic potential. We
show how the symmetries associated with the cosmological principle simplify the problem
for the background variables, over which we develop the linear perturbation theory to
obtain the Hamiltonian that describes the dynamics of said perturbations, establishing
the constrains of the system and the equations of motion that describe the evolution of

the perturbations.

Keywords: Cosmology, Inflationary Theory, Cosmological Perturbations, Hamiltonian

Formalism.






Sumario

i INTRODUCAO| . . . . ittt e e e e e e e e e e e e e e 11
2  SISTEMAS HAMILTONIANOS VINCULADQSI 15
i 15

2.1.1 Cinematica e Dinamica Lagrangiana| . . . . . . . . . ... ... ... ... 15
[2.1.2 Formulacao Hamiltonianal. . . . . . . . . .. ... ... ... ....... 18
2.2 Teoria Classica de Campos| . . . . . ... ... ... .. ... ..... 23
3 FORMALISMO ADMI . . . . . . e e e e e e e e e 29
3.1 Folheacao (143) . . . . . . . . . . ... ... ... 30
(3.2 Derivada Temporal| . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 35
(3.3 Decomposicao da meétrica| . . . . . . . . ... ... 38
(3.4 Relacoes de Curvatural . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 39
13,9 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral . . . . . . . . . . .. 43
4 PERTURBACOES COSMOLOGICAS |. . . . . .. ..o vt .. 47
4.1 Plano de Fundo (FLRW)| . . . . . . .. .. ... ... ... ...... 47
[4.1.1 Principio Cosmologicol . . . . . . . . . . . ... 47
412 Dinamica do Planode Fundd . . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 49
4.2 Perturbacoes no Universo Plano| . . . . . . . . .. .. ... ... ... 52
421  Varidveis Dinamicasl. . . . . . . . . . ..o 52
4.2.2 Decomposicao SV'I e Liberdade de Calibref . . . . . . .. ... ... ... 54
14.2.3 Decomposicao SV'I no espaco de Fourier] . . . . . . .. .. ... ... .. 57
[4.2.4 Hamiltoniana das perturbacoes cosmologicas| . . . . . . . ... ... ... 58
5 CONCLUSOES]. . . . .. .. e e 63
[REFERENCIAS| . . . . . . . . it e e e e e et e 67
IAPENDICES| 69
IAPENDICE A -EQUACAODERICCI/................ 71
IAPENDICE B — CALCULO DAS SERIES PERTURBATIVASDOS |

VINCULOS! . . . . . o e e e e e e e 73







11

1 Introducao

A teoria da Relatividade Geral de Einstein nos permitiu, de forma inédita, de-
senvolver teorias testaveis sobre a evolug¢ao do universo. Desde entao, diversas tentativas
foram feitas para se obter um modelo tedrico capaz de descrever o universo em larga escala.
Dentre as consequéncias importantes da aplicacao da teoria da Relatividade Geral nessa
escala estd o fato de que um Universo estatico é instavel, o que implica que vivemos em um
universo dindmico. Por isso, tais modelos tedricos contém inevitavelmente uma descri¢ao
da dinamica do universo. Um dos exemplos mais conhecidos foi proposto por Friedmann,
que partiu da hipotese de um universo homogéneo e isotrépico, o que tornou possivel

encontrar uma solugao analitica para as equagoes de Einstein em escala cosmoldgica [1].

Apesar de consideravel avango no campo tedrico da cosmologia moderna, dados
observacionais eram inicialmente bastante escassos, o que tornava dificil a checagem dos
modelos que surgiam. Um dos primeiros grandes avancos no campo observacional se deu
quando Hubble constatou, através da medicao do desvio para o vermelho e distancia de
corpos celestes distantes, que o universo estava se expandindo [2]. Outra descoberta parti-
cularmente importante foi a da Radiagdo Césmica de Fundo (CMB), uma distribuigao de
radiagao eletromagnética com espectro de corpo negro que pode ser detectada em qualquer
diregao da esfera celeste [3]. Tal descoberta tornou a ideia de um universo homogéneo
e isotropico mais atraente, além de ser uma importante confirmagao de uma previsao
tedrica do modelo do Big Bang [4]. Um terceiro dado observacional, no entanto, levantou
outras questoes sobre esse modelo: através da observacao de Supernovas do tipo Ia [5], foi
constatado que o universo estava se expandindo de forma acelerada, o que foi surpreendente
pois acreditava-se que essa expansao deveria acontecer de maneira desacelerada devido ao
carater atrativo da interagdo gravitacional. Era entao necessario que houvesse alguma fonte
de pressao negativa, capaz de superar essa atracao gravitacional exercida pela matéria
conhecida. Essa ideia resgatou o conceito de uma constante cosmoldgica A, pois de acordo
com o estudo feito por de Sitter [6], sabia-se que um universo em que apenas a constante
cosmologica estivesse presente apresentaria um quadro de expansao continua e acelerada.
Essa fonte de pressao negativa recebeu entdao o nome de energia escura e assim foi criado
o modelo cosmoldgico mais popular até hoje, conhecido como ACDM ou modelo padrao.
Havia ainda um outro problema: a radiacao proveniente de regidoes que nunca tiveram
conexao causal estavam em equilibrio térmico. Para sanar essa contradicao, foi proposto
o cenario inflacionario, que se trata de um periodo no universo primordial no qual sua
expansao seria acelerada, resultando num crescimento exponencial que justificaria tal
equilibrio térmico [7]. As causas da inflacdo e do seu periodo finito de duragao ainda sao

desconhecidas.
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Nas tultimas duas décadas, o campo da cosmologia deu um grande salto. Isso
se deve em boa parte ao enorme sucesso de missoes espaciais de coleta de dados. Em
particular, a missao Planck [8], conduzida entre os anos de 2009 e 2013, realizou as medigoes
mais precisas da Radiagao Césmica de Fundo que se tem até o presente momento. Esses
novos dados observacionais permitiram como nunca antes na historia da cosmologia a
verificacao da consisténcia de modelos tedricos por meio de dados observacionais, fazendo
com que varios modelos fossem descartados. O caso do modelo padrao é particularmente
interessante, pois ao compararmos as previsoes tedricas para a Radiacao Césmica de Fundo
com os dados coletados pelo Planck é possivel notar que a compatibilidade entre os dois é
formidével [8]. Contudo, estudos recentes vém mostrando que existem inconsisténcias entre
o modelo padrao e os dados do Planck que nao podem ser simplesmente ignoradas |9]. Essas
inconsisténcias motivaram diversos estudos sobre possiveis adaptacoes no modelo padrao
de forma a atenua-las, bem como outros que visam resolvé-las através da formulacao de
uma nova fisica. Sendo assim, para entender o que vem acontecendo no atual cenario da
cosmologia, é necessario primeiramente entender o que sao essas medi¢oes e como obter
essas grandezas a partir de um modelo tedrico. A base dessa analise estd nas chamadas
perturbagoes cosmoldgicas, a partir das quais é possivel obter os espectros de poténcia

usados na comparacao de resultados tedricos com dados observacionais.

Existem diferentes formas de abordar as perturbacoes cosmologicas. Neste trabalho,
fazemos uma revisao minuciosa de como obter a dinamica dessas perturbagoes através do
formalismo canonico da teoria de Einstein [10]. O apelo do formalismo Hamiltoniano é
evidente, afinal o material referente a esse método de andlise é extenso e rico, além de
nos fornecer um olhar totalmente novo as equagoes de Einstein, permitindo-nos estudar
a dindmica do universo de forma mais familiar e elegante. Além disso, para descrever
o universo primordial é preciso quantizar as perturbagoes cosmolégicas, o que pode ser
feito aplicando a quantizacao canoénica ao formalismo Hamiltoniano cléssico. Ao fazer esse
estudo detalhadamente até chegar na dinamica canonica das perturbacoes cosmologicas
em um modelo inflacionario bastante consolidado, podemos entao analisar as alteragoes
de interesse a partir desse modelo. Por exemplo, podemos fazer alteragoes na acao de
Einstein-Hilbert para obter uma nova dindmica, pois os passos que se seguem a partir
dessa nova acao serao os mesmos dos que foram feitos a partir da agao original. Outro

exemplo seria adequar os métodos empregados ao universo plano a universos fechados.

O presente trabalho serd organizado da seguinte forma: no Capitulo [2| fazemos uma
revisao geral do formalismo Hamiltoniano envolvendo vinculos. Comegamos estudando
sistemas de particulas, revisando tanto a cinematica quanto a dindmica desses sistemas,
apresentando a origem dos vinculos e seu efeito na analise. Em seguida, adequamos essas

nogoes para o contexto de campos classicos.

No Capitulo (3] fazemos uso dessas ferramentas para descrever as equacoes de
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Einstein na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado. Fazemos isso através da folheacao
do espago-tempo, que induz uma métrica sobre cada uma das folhas espaciais a partir
da métrica espaco-temporal. Usando a métrica induzida como variavel dinamica e por
meio de algumas relagoes de curvatura, descrevemos entao a acao de Einstein-Hilbert em
termos das variaveis desejadas, a partir da qual obtemos a Hamiltoniana da Relatividade

Geral e seus respectivos vinculos.

No Capitulo [4] discutimos as simetrias caracteristicas do universo FLRW plano,
mostrando seu efeito sobre a Hamiltoniana da Relatividade Geral. A partir dessa Hamilto-
niana, fazemos a analise dindmica das variaveis de plano de fundo, obtendo suas equagoes
de movimento. Fazemos entao a expansao em série perturbativa em primeira ordem nas
variaveis dinamicas, a partir da qual obtemos também a série perturbativa dos vinculos e
da Hamiltoniana. Finalmente, impondo as devidas condigoes de consisténcia, obtemos a
Hamiltoniana das pertubacoes lineares bem como suas respectivas equacoes de movimento.

Por fim, no Capitulo [, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.
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2 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

As equagoes de Einstein formam um sistema de equagdes nao-lineares de segunda
ordem. No entanto, parte dessas equacoes é de primeira ordem e pode ser vista como
condic¢oes sobre as demais. Isso nos permite descrevé-las como um sistema Hamiltoniano
vinculado, tomando como ponto de partida a acao de Einstein-Hilbert. Para auxiliar na
compreensao dessa abordagem, conhecida como Formalismo ADM (em homenagem a
Arnowitt, Deser e Misner), faremos neste capitulo uma discussao a respeito da formulagao
canodnica envolvendo vinculos. Para isso, faremos uma recapitulagao sobre o formalismo
Hamiltoniano de particulas, introduzindo o conceito de vinculos e mostrando o efeito
desses vinculos na analise. Feito isso, mostraremos como essas ideias podem ser adequadas
quando lidamos com campos ao invés de particulas, permitindo-nos aplicar os métodos

discutidos no contexto especifico da relatividade geral.

2.1 Sistemas Dinamicos de Particulas

2.1.1 Cinematica e Dinamica Lagrangiana

Para comecar, precisamos de uma maneira de descrever a evolugao de sistemas.
Para isso, usamos o conjunto de funcoes {¢'}, ¢' : I — R, I C R,1 < i < N, chamadas
de coordenadas generalizadas. Essas coordenadas sao escolhidas de tal forma que

quaisquer vinculos holonomos sejam trivialmente satisfeitos, ou seja, relagoes da forma

Fl@' (), ., d¥ (1) =0 (2.1)

sejam triviais para todo t € I. Fazemos isso para que possamos trabalhar com o menor
numero de coordenadas possivel, afinal caso houvesse algum vinculo holénomo que nao fosse
trivialmente satisfeito, pelo teorema da funcao implicita, poderiamos descrever localmente
uma coordenada em termos das demais. Sendo assim, N é o menor numero de coordenadas
necessarias para descrever completamente a evolugao do sistema em questao (sem levar
em conta as restrigdes impostas pela dindmica) e recebe o nome de niimero de graus
de liberdade do sistema. O espago gerado pelas coordenadas generalizadas é chamado

espaco de configuracao do sistema e serd denotado por Q).

Um sistema pode sair de uma configuracio inicial ¢, = (¢, ..., ¢)) para uma uma
configuracao final ¢; = (q}, ceey q}v ) de diversas formas diferentes. Em mecanica cléssica,
assume-se que essa transicao ocorra de forma continua e diferenciavel. Isso significa que
¢" := 0q"/0t é bem definida durante toda transigdo. Dessa forma, a evolugao do sistema

descreve uma curva diferencidvel em (). Para selecionar qual curva representara a evolucgao
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do sistema, é necessario definir a dindmica, ou seja, as causas do movimento. A dinamica
que rege o sistema ¢é definida a partir da Lagrangiana L : T'() — R, sendo T'Q) o fibrado

tangente do espaco de configuracao.

Dado um intervalo I = [t,,t¢], a configuracao inicial do sistema g, e a configuracao
final ¢y, selecionaremos as curvas que descrevem movimentos permitidos (ou fisicos) de

acordo com o principio da agcao minima. Definindo a acdo como:

ty .
§= ] Lla(t),q(t))dt, (22)
iremos escolher a curva que comeca em ¢,, termina em ¢y e que mantém a acao estacionaria,
ou seja

0S5 =0,
sob variagoes d¢" em torno de ¢, com a condi¢ao de que dq¢'(t,) = d¢*(t;) = 0. Em outras
palavras, queremos curvas cuja agao S, dada pela Lagrangiana L, nao varie para pequenas

mudangas na curva.

As condigoes necessarias para se obter uma acgao estacionaria sao dadas pelas

equagoes de Euler-Lagrange:

d (OL\ OL ,
- (aqy) ~ 9~ 0, i=1,..,N, (2.3)

que podem ser reescritas em termos da aceleragao generalizada na forma

0’L oL ., O°L

Yojop ~ ag " ogop

(2.4)

Trata-se entao de um sistema de N equacoes diferenciais de segunda ordem em ¢. Nota-se
a partir da equacao acima que § é determinado de forma univoca a partir de g e ¢ se, e

somente se, a matriz 9?L/9¢'0¢’ for inversivel, ou seja, se o determinante

0L
— 2.
det ( 5300 ) (2.5)

for diferente de zero. Caso o determinante seja nulo, isso implica em relagoes entre

componentes da aceleragdao, tornando o sistema indeterminado. Em outras palavras,

teremos parametros livres nas solugoes dessas equacgoes.

A forma da matriz 9?L/9¢'0¢’ sugere a definicio do momento canénico p;:

pi = —— (2.6)

pois assim, a matriz Hessiana acima pode ser reescrita como

82L . 3pz-
9¢og  dgr

(2.7)
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e podemos interpretd-la como a matriz Jacobiana correspondente a mudanga de coordenada
¢" — p;. Dessa forma, caso o determinante da matriz Jacobiana da transformacao seja
diferente de zero, teremos NN variaveis p; linearmente independentes. No entanto, caso

esse determinante seja nulo, teremos vinculos entre os momentos p; dados pela propria

definicao (22.6)).

Ao efetuar essa transformacao, podemos descrever a evolucao do sistema através
das coordenadas (¢, p), onde p = (p;, ..., pn), no lugar de (q,¢G). O espago I' descrito pelas
coordenadas (g, p) é chamado de espago de fase. A partir da definigdo de p; e dado o

posto N; da matrix Jacobiana dp;/d¢’, teremos um conjunto de M := N — N relacdes
Cr(q,p) =0, k=1,..,M, (2.8)

que estabelecem os chamados vinculos primarios no espaco de fase. Assumiremos que
posto da matrix dp;/0¢’ é constante no fibrado tangente do espaco de configuracoes
ao longo de todo o trabalho. Bem como os vinculos holénomos usados na defini¢ao das
coordenadas generalizadas ¢', esses vinculos primdrios limitam o acesso do sistema no
espago de fase. Chamamos a regiao do espago de fase delimitada pelos vinculos (ou seja,
a regiao de I' que satisfaz Ci(q,p) = 0) de superficie de vinculo C, cuja dimensao é
2N — M.

Um exemplo bastante simples de um vinculo primério pode ser visto para o caso
em que a Lagragiana nao depende explicitamente de uma das coordenadas da velocidade
generalizada. Suponha que ¢' ndo apareca explicitamente na férmula de L. Sendo assim,
temos que p; = 0L/9¢* = 0, o que estabelece um vinculo priméario no espaco de fase:
Ci(q,p) = p1 = 0. Isso significa que qualquer que seja a evolugao do sistema, ela estard
restrita a uma superficie C em que todos os pontos tem coordenadas que satisfazem p; = 0

em I

Como podemos observar em , esses vinculos tém relagao direta com L, o que
significa que os vinculos surgem da dinamica imposta através de L sobre o sistema. Apesar
dessa definicao ter relagao direta com as equacoes de movimento, a transformacao de
coordenadas nos permite estabelecer os vinculos C(g, p) antes de solucionar as equagoes
de movimento. Essa é uma forma interessante de inserir as restricdes provenientes da
dindmica na descricao da evolugao do sistema, pois essas relagdes surgem de maneira

natural a partir de uma simples transformacao de coordenadas.

A partir dos vinculos primarios C(q, p) = 0, é possivel obter relagoes similares, por
exemplo, CZ(q,p) = 0 ou /Cy(q,p) = 0. No entanto, é necessario impor condicdes sobre
a forma desses vinculos antes de prosseguir para o formalismo Hamiltoniano, chamadas
condicgoes de regularidade. Existem diferentes maneiras de formular essas condigoes,
uma delas sendo a seguinte: dado z = (g, p), os vinculos primérios Cj, = 0 devem ser tais que

a matriz Jacobiana dC}/0z, tem posto constante M ao longo de toda superficie de vinculos
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C, de forma que localmente os M vinculos podem ser vistos como independentes. Caso os
vinculos primarios satisfacam essas condigoes, os dois teoremas a seguir, extremamente

tteis na descrigdo do formalismo Hamiltoniano com vinculos, sao vélidos [11]:

Teorema 1. Se uma funcgao (suave) G(q,p) no espago de fase se anula na superficie de

vinculo C, entdo G = g*Cy, para algum conjunto de fungies g*.

Teorema 2. Se \;0¢' + p*0p; = 0 para variagoes arbitrdrias 6q* e dp; tangentes a superficie

de vinculos C, entdo

0CY

)\i - k -
o

, oC
i rk k

em C, para algum conjunto de funcoes f*.

Com o auxilio dos teoremas e , é possivel estabelecer a dindmica Hamiltoniana

com vinculos de forma rigorosa e relativamente simples.

Aqui vale a introdugdo de um conceito bastante util: a igualdade fraca (~).
Trata-se de uma igualdade verdadeira em C. Vale ressaltar que a igualdade pode ser
verdadeira em outras regides, possivelmente em todo o espago de fase. Nesse caso, dizemos

que trata-se de uma igualdade forte (=). Por exemplo, podemos dizer que

Ck(Qap) sin ql ~ Ck(Qap)6Q17

pois na superficie de vinculos, C}, = 0 e a igualdade é valida, o que nao é verdade em
nenhum ponto fora dessa regiao. Como toda dindmica de interesse ocorre sobre a superficie
de vinculos, ja que os vinculos primarios surgem naturalmente da prépria definicao do

momento candnico, é importante levar em conta relagoes dessa natureza.

2.1.2 Formulacdo Hamiltoniana

Para estabelecer as equacoes de movimento em termos das variaveis do espago de
fase I', é necessario aplicar uma transformacao de Legendre sobre a Lagrangiana, obtendo
assim a Hamiltoniana

H(q,p) = pid’ — L(g,9), (2.9)
que se trata da descri¢ao da dindmica no espaco de fase. E possivel notar que a Hamiltoniana
depende somente das varidveis p e ¢ ao analisarmos sua variagao:

oL oL

6H = 6'pi + §'0p; — 0L = p;6q’ + '0p; — @@i ey o4’

Usando a definicdo do momento candnico, p; = L /34", o primeiro e o 1ltimo termo
da expressao acima se cancelam, resultando em

SH = {iop; — g; 8¢, (2.10)
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mostrando que a Hamiltoniana depende somente das variaveis do espago de fase (g, p). Em
outras palavras, qualquer dependéncia que Hamiltoniana tenha com relagao a velocidade

generalizada ¢* se d4 através da varidvel p;.

o entanto, devido aos vinculos priméarios estabelecidos quando passamos para
N tanto, devid | tabelecid d
o espaco de fase, as variagoes dp; nao sao independentes. Afinal, os vinculos primarios

impoem restricoes sobre p; que também devem ser obedecidas para suas variagoes.

Podemos concluir entao que a Hamiltoniana é bem definida apenas sobre a superficie

de vinculos C e pode ser estendida arbitrariamente para além dessa regido.

Sabendo que a Hamiltoniana é funcao das variaveis do espaco de fase, sua variagao
pode ser escrita como
0H 5ai OH

0H =
gt Op;

Usando a equagao ([2.10)), temos

8H

OH oL
o Op; ag’t

L (9H O s (OF i) spi= 0

e, a partir do teorema , concluimos que

= qldpz

8H oL fk 8Ck
oq’ 0
OH ., I 8Ck
Ipi opi
Ou seja,
. OH 1 OCk
— 2.11
7= Op; d Opi’ (2.11)
oL OH k&Ck
- = 2.12
A (212)

Vale notar que, dados os momentos candnicos p; e os fatores f*, a equacao (2.11))
oferece uma forma de encontrar as velocidades generalizadas ¢'. E possivel, entdo, es-
tabelecer a curva no espaco de configuragoes () correspondente a evolucao do sistema.
Apesar dessa imagem ter maior apelo intuitivo, tal retorno ao espaco de configuracoes nao
se faz necessério, j4 que um tratamento puramente Hamiltoniano oferece uma descricao

cinematica no préprio espaco de fase.

Dessa forma, podemos lidar com as equagoes de movimento (2.11)) e (2.12)), que ja

incluem os vinculos dindmicos de forma explicita.



20 Capitulo 2. Sistemas Hamiltonianos Vinculados

Usando as equagoes (2.3)), podemos reescrever o conjunto de equagoes de movimento

Ccomo

i 0H
= Ipi

0H
_ 3

oCy,
Ip; ’
oC),
oq*

— fF (2.13)

pi = + f* (2.14)

No entanto,

W0C: _O(f"Cy) 0f*  O(*Cy)

Op; B Op; a Op; B Op; ’
p0Ck _OU*Cy) Ot O*Cy)
g’ oq' ag " og

f

de forma que

i, OU — f*Cy)

q ~ apl Y

, O(H — f*Cy)

L
q

Finalmente, definindo a Hamiltoniana total Hiy := H — f*C}, as equacoes de

movimento podem ser escritas de maneira mais familiar:

e aI{total
op;
aI{tm&al

5, Ay — —total 2.16
P g (2.16)

(2.15)

Cabe aqui a introdugao de uma ferramenta matematica bastante pratica para esse
tipo de anédlise: o colchete de Poisson. Dadas duas fungoes f e g definidas no espaco de
fase, o colchete de Poisson entre elas é dado por

N (0f 99  Of dg

=1

(2.17)

Para funcgoes f, g e h, e a € R, é facil verificar que o colchete de Poisson satisfaz

as seguintes propriedades:

e bilinearidade:
{af +h,g} = a{f, g} +{h g}

, € 0 mesmo vale para a segunda entrada;

e antissimetria:

{9, fy=—{f.9}
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o regra de Leibniz:

{f,gh}y ={f,gth+g{f h};

e identidade de Jacobi:
{f:dg, h}} +{hA{f 9t} + {9, {h, f}} = 0.

Podemos entao reescrever as equagoes ([2.15)) e (2.16)) usando os colchetes de Poisson:

qi ~ {qz’ Htotal}u (218)
pi ~ {pi7 Htota,l}' (219)

De fato, para qualquer fungao F'(q,p), temos que:

N (OF -, 8F.>
;< op"

1

D

=1

22

<8F a]{total aF a]{total
o 9p;  Opi Og

> = {F7 Htotal}7
ou seja,

F ~ {F7 Htotal}' (220)

E importante ressaltar que, pelo fato dos vinculos primérios serem originados
diretamente da definicdo dos momentos canonicos, eles precisam ser verdadeiros durante
toda evolugao do sistema. Isso significa que o diagrama de fase correspondente a evolugao
do sistema deve estar contido na superficie de vinculos C. Essas sao as chamadas condigbes

de consisténcia. Podemos expressar essas condigbes como

0= Cr ~ {Cr, Hota }- (2.21)

As condigoes de consisténcia podem adicionar novos vinculos a evolugao do sistema,
chamados de vinculos secundarios. Como esses vinculos sao necessarios para satisfazer
as condigoes de consisténcia dos vinculos primarios, eles também devem satisfazer as
condigoes de consisténcia, o que, por sua vez, pode acarretar em uma terceira geracao
de vinculos. Esse processo segue até que nenhum vinculo novo seja gerado. Uma vez
estabelecidos todos os vinculos necessarios, nao ha nenhuma razao para separar vinculos
priméarios de secundarios, o que nos permite rotular os novos vinculos da mesma forma
que os vinculos primérios, apenas estendendo o alcance do indice k& para que comporte os
vinculos das geracoes posteriores. O surgimento de novos vinculos, claro, implica numa
reducao do nimero de graus de liberdade do sistema, entdao nenhuma consisténcia com a

analise feita para vinculos primarios é perdida.
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Escrevendo explicitamente a Hamiltoniana total H;.., a equacao fica da
forma
{Cr, Hiotar} = {Ch, H = [""Cip}
={Cx, H} = {C, f"Cin}
={Cy, H} — f"™{C, Crn} = {Ck, f"}Cp,
~{Cr, H} — ["{Ck, O}

A expressao acima induz a introducao de um novo conceito. Dizemos que uma
funcao F' é de primeira classe se seu colchete de Poisson com qualquer vinculo Cy é

fracamente nulo, [11]
{F,Ci} =0, (2.22)
o que também pode ser escrito como
{F,Cy} = o)'Cy,

para um conjunto de coeficientes aj'. Uma funcgao do espaco de fase que nao é de primeira

classe ¢é dita de segunda classe.

Dessa forma, se o vinculo Cj da equagao (2.21)) for de primeira classe, a expressao

se reduz a

0=Cy~ {Cy, H}

De fato, para qualquer funcao F' de primeira classe, temos que

F~ {F, Hipta1} ~ {F,H}.

Além disso, o colchete de Poisson entre fungoes de primeira classe é uma funcgao de
primeira classe |[11]. Sejam F' e G fungdes de primeira classe. Pelo teorema , podemos

escrever

{F,Cr} = f;"Cin,
{G,Cy} = g;'C,

e, usando a identidade de Jacobi, obtemos

{F. G}, i} ={FAG, Ci}} —{G{F,Cy}}
= {F 9" Cn} —{G, [{Cn}
= g {F, O} +{F, 9" }Cm — [i{G, Cu} —{G, f{'}Cn
= 95" [ Cn +{F, 98"} O — [l g0 O —{G, fi'}Cn = 0.
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Considerando o caso em que todos os vinculos sao de primeira classe, dada uma

variavel dindmica F' qualquer, podemos definir a seguinte transformacao:
F(q,p) = F(g,p) +{F.€Cy}, (2.23)

conhecida como transformacgao de calibre, onde ¢ é um parametro de controle arbitra-
riamente pequeno. Devido as condigoes de consisténcia, transformacgoes de calibre nao

alteram a hamiltoniana
H(q,p) — H(q,p) + {H,eCy} ~ H,

e o mesmo vale para vinculos de primeira classe. Ou seja, transformacoes de calibre levam
solugoes das equagoes de movimento e dos vinculos em novas solugoes. Por conta disso, os
vinculos sao ditos geradores de transformacoes de calibre e consideramos que solugoes que

estejam relacionadas por transformacoes de calibre sejam tratadas como a mesma solugao.

E importante ressaltar que existem métodos rigorosos para lidar com os vinculos
de segunda classe, de forma que eles sao completamente eliminados do tratamento di-
namico do problema. Um exemplo comum na literatura é o colchete de Dirac [12]. Nao
nos aprofundaremos aqui na discussao desses métodos. No presente trabalho, lidaremos
exclusivamente com vinculos de primeira classe, pois assim podemos separar as grandezas
fisicas da parte de calibre através de uma transformacao na qual os vinculos fazem o papel

de momento candnico, como demonstrado em [13].

Essa liberdade de calibre pode ser explorada de forma a facilitar os calculos ao
solucionarmos as equagodes de movimento. Em relatividade geral, essas transformacoes
estao diretamente associadas a uma escolha de referencial. Por esse motivo, grandezas

fisicas devem ser invariantes por transformacoes de calibre, como ¢é o caso da Hamiltoniana.

2.2 Teoria Classica de Campos

Até agora, as coordenadas do espago de fase ¢'(t) e p;(t) foram tratadas de forma
que 7 € N. No entanto, o proposito deste trabalho é discutir a evolugao de campos
tensoriais relacionados a geometria do espaco e a distribuicao de massa no espaco. Por isso,
precisamos adaptar o que foi visto na se¢do anterior para o contexto em que o nimero de

graus de liberdade nao é mais finito ou enumeravel.

O foco dessa se¢do nao é fazer uma revisdo completa sobre teoria classica de
campos, mas sim mostrar quais sao as adaptagoes necessarias no formalismo discutido

anteriormente no contexto de campos classicos.

Um campo tensorial classico ¢ um mapa que associa cada ponto do espago-tempo
a um tensor. Um campo escalar real ¢, por exemplo, associa cada ponto do espaco-tempo

x um valor real, ou seja, ¢(z) € R. Por isso nao é possivel relacionar todos os valores que
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descrevem ¢ num determinado instante de tempo a uma lista de nimeros, como era o caso
das coordenadas generalizadas ¢*. Dai vem a interpretacao de que um campo possui um

numero de graus de liberdade infinito nao-enumeravel.

E necessario entdo introduzir conceitos andlogos aos que foram usados na secio
anterior adaptados para o contexto de campos. O primeiro passo para essa abordagem
é introduzir a ideia de funcional. Seja I' um espago de fungoes (como por exemplo o
conjunto de todos os campos escalares definidos sobre uma variedade), um funcional (real)

F em I' ¢ um mapa da forma

F:T—-R
¢ — Flg],
ou seja, ¢ mapa que relaciona fungoes ¢ € I' a nimeros reais.

Dada uma fungdo ¢ e uma uma variacdo ¢ + €d¢ (com € € R e de forma que
¢+ edp €T), caso o limite

O0F =1lim

F[¢ + 65¢] _ F[Qb] (2'24)

exista para qualquer d¢, dizemos que I’ possui derivada funcional em ¢, denotada por
dF/0¢(x) e definada a partir da relagao

o#16) = [ das Soota),
(2.25)

SFlo) [, 0Fld]

wagzs_/dxw(m)aqs( ).

A expressao acima é andloga a nocao de derivada direcional encontrada em célculo

de varias variaveis

. B
Vf(p)-szaj;

)

v,
P

ou seja, d¢, assim como v, nos da4 uma dire¢ao ao longo da qual avaliamos a variagdo do
funcional F'. Como d¢ descreve a variagao de ¢ em cada ponto do espago, temos uma
integral em x fazendo o papel do somatério em 7. Por fim, a derivada funcional de F' tem
papel analogo a derivada parcial de f, e contém informacao de como F' varia ao longo das

infinitas direcoes de I'.

A derivada funcional contém todas as propriedades caracteristicas de diferenciacéo,

ou seja, ¢ linear e obedece as regras de Leibniz e da cadeia.

Com a derviada funcional, é possivel adaptar o principio da acdo minima para o
contexto de campos classicos. A agao é definida como um funcional sobre o espaco de

campos da forma

Slo] = [ drLig), (2.26)



2.2. Teoria Cldssica de Campos 25

sendo L[¢] a Lagrangiana, que por sua vez pode ser escrita como

Lig] = / BrL(z), (2.27)

onde L é conhecida como densidade Langragiana. Impondo sobre a densidade Lagran-

giana as condic¢oes de localidade e causalidade, temos que

L(z) = L(, Vad, gabv), (2.28)

onde V,¢ ¢é a derivada covariante de ¢ e g, ¢ a métrica do espaco-tempo. Em outras
palavras, a densidade Lagrangiana depende de x através do campo e de sua derivada

covariante, bem como da métrica do espago-tempo.

O principio da acao minima, assim como no caso de sistemas de particulas, seleciona

0 campo que mantém a acao estacionaria, ou seja,
dS[p] =0 (2.29)
dada uma variagao arbitraria d¢ do campo (desde que d¢(z;) = dp(xf) = 0).

Usando ([2.24)), o principio da a¢do minima implica na equagao de Euler-Lagrange
para campos

oL H[ oL ]: (2,30

06 " 0(9.9)

A equacao (2.30) pode ser extrapolada para campos tensoriais de diferentes tipos,

resultando em uma equacao da mesma forma para cada uma das componentes do tensor.

O momento conjugado ao campo ¢é definido de forma semelhante ao caso de

particulas:
dL(t)

- 00(t,7)
A definicao acima pode ser reescrita em termos da densidade Lagrangiana usando
novamente (2.24)), resultando em

7(t, T)

oL
m(x) = —. (2.31)
99
Da definicdo do momento canonico, surgem novamente vinculos primarios
Cr(o,m) = 0. (2.32)
Além disso, a partir das equagoes de Euler-Lagrange e de (2.31]), segue que
dL(t)
T(t, @) = . 2.33
Ht.3) = 50 (23

A Hamiltonina, como ja vimos, é resultado de uma transformacao de Legendre

sobre a Lagrangiana:

H(t) = / Bl (t, D)d(t, 7)] — L(1). (2.34)
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Da mesma forma como fizemos em ([2.28)), introduzimos o conceito de densidade

Hamiltoniana H através da expressao

_ / BaH(t, 7),

_ (2.35)
H=np— L.

O procedimento envolvendo a Hamiltoniana é bastante similar ao realizado na

secao anterior. Calculando a variagdo de H e usando ([2.33)), temos

H(t) = [ @a{s6(t DIr(t,7) + or(t, DI 7)} - 3L (1)

= <g+w>5¢+<(m—¢> o =0,

que, a partir de uma versao adaptada para campos do teorema , implica que

6H .
—¢= fk
57H - fkéc’“
5¢ 0
Usando a regra de Leibniz, é possivel reescrever as equagoes acima como
. O(H — f*Cy)
R =
T
N S(H — f*Cy)
S T

Definindo Hipq := H — f*C},, chegamos na forma final das equacdes de movimento

do formalismo Hamiltoniano para campos classicos:

| 6Htoml
~ 2.
. 5Htotal
~ — . 2.
7 56 (2.37)

Por fim, adaptamos a defini¢ao de colchetes de Poisson para campos. Dados dois

funcionais F' e GG sobre o espaco de fase, o colchete de Poisson entre eles é da forma

, [ 6F 4G SF 4G
{F.G} = /d [5¢ (t,2) om(t, &) (57((75,51_3') 0p(t, T)

(2.38)

Com isso, podemos reescrever as equagoes de movimento (2.36) e (2.37)) usando

colchetes de Poisson

¢ ~ {0, Hiotal}, (2.39)
7'T ~ {ﬂ-a Htotal}y (240)
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ou, de forma geral, para um funcional F' sobre o espaco de fase

F =~ {¢, Hyppar}. (2.41)

Além disso, podemos usar os colchetes de Poisson para estabelecer a seguinte

relagdo entre um par canénico
{o(t,2),7(t, )} = 6(F — @), (2.42)

onde §(Z — ") representa a distribui¢ao delta de Dirac. As demais etapas da andlise, como
condigoes de consisténcia e vinculos secundarios, seguem de forma completamente analoga

ao que foi visto na secao anterior.
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3 Formalismo ADM

Agora voltaremos nossa atencao a aplicacao das ideias vistas no capitulo anterior
no contexto da relatividade geral. Tomaremos como base a discussao feita em [12] sobre o

assunto. Comecamos pela equagao de Einstein na sua forma tensorial:
Gab = KTab, (31)

onde k = 871G (G é a constante gravitacional de Newton), T, é o tensor energia-
momento e Gy, = Ry, — 1/29,4 R é o tensor de Einstein, sendo R, o tensor de Ricci,
Jap @ métrica do espaco-tempo e R o escalar de Ricci. Lembrando que o tensor de
curvatura de Riemann pode ser definido através da sua atuacao sobre uma 1-forma w,
como

Rabcdwd - (Vavb - vbva)wca (32>

onde V, é a derivada covariante compativel com a métrica (ou seja, V,g. = 0), e que
o tensor de Ricci é dado pela contracao de indices alternados do tensor de curvatura de

Riemann, R, = Rq»°.

Nota-se pela forma de (3.1)) que a equacao de Einstein relaciona a geometria do
espaco-tempo, descrita por G4, com o contetido de matéria, descrito por Ty, e k faz
o papel de fator de conversao de unidades de densidade de energia para unidades de

curvatura.

Uma das propriedades do tensor de curvatura de Riemann é a chamada identidade
de Bianchi:
VieRyga® = 0, (3.3)

onde os colchetes nos indices representam antissimetrizagao. Essa propriedade é herdada

pelo tensor de Einstein na forma [14]

V.G = 0. (3.4)

Escrevendo a identidade em termos das derivadas parciais e simbolos de Christoffel
INZ

vo)

a expressao fica da seguinte forma:
0 i v o o v
oG, = —0,G, -], G, +T7 Gy, (3.5)

. . . ~ 0
em que simplesmente separamos a derivada parcial de G, com relagdo ao tempo, dyG,,

dos termos com derivadas espaciais, &GL.

Pela defini¢do de G* e dos simbolos de Christoffel, é possivel inferir que os termos

do lado direito contém no maximo derivadas de segunda ordem no tempo. Isso acontece
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porque G% contém no maximo derivadas de segunda ordem, enquanto os simbolos de

Christoffel, dados pela expressao

1
Fllja = §gﬂp(al/gpa + aagp,u - 8,091/0)

contém apenas derivadas de primeira ordem. Como o termo contendo derivadas do tensor de
Einstein é @GZ, ou seja, trata-se de derivadas espaciais do tensor de Einstein, a expressao
do lado direito contém no maximo derivadas de segunda ordem no tempo. Entao, de (3.5)),
podemos concluir que Gg contém no maximo derivadas de primeira ordem no tempo, pois
o unico termo no lado esquerdo é 80G2 e caso houvesse derivadas de segunda ordem (ou de

ordem maior) com rela¢do ao tempo em Gg, a identidade de Bianchi nao seria satisfeita.

Analisando a equacao de Einstein do ponto de vista dos componentes, vemos
que se trata de um sistema de 10 equacgoes diferenciais parciais, ja que tanto o tensor
de Einstein quanto o tensor de energia-momento sao simétricos e quadridimensionais.
Pelo que concluimos acima, as equagoes envolvendo as componentes G, sao equacoes de
primeira ordem no tempo, enquanto as equacoes com as componentes G;; sao de segunda
ordem. Sendo assim, as equagoes envolvendo G;; correspondem as equacoes de evolugao do
sistema, enquanto as equagoes envolvendo Gy, por serem de menor ordem, atuam como
vinculos sobre as equagoes de evolucao, ou seja, impoem restri¢oes sobre a evolucao do

sistema.

Esse é o cerne do formalismo ADM: das 10 equagoes de Einstein, 6 sao equacoes
de evolucao enquanto 4 sao vinculos. Isso nos permite escrever as equagoes de Einstein
na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado, onde podemos aplicar ndo apenas
todas as ferramentas que foram descritas no capitulo [2| mas também todo ferramental
disponibilizado pelo formalismo Hamiltoniano, como por exemplo transformagoes canonicas.
Para que possamos separar de forma clara as grandezas fisicas e das variaveis com liberdade
de calibre, faremos uso da técnica de folheacdo do espago-tempo. Isso nos permitira
reescrever os termos de curvatura de forma a tornar essa separacgao evidente. Com isso,
podemos reescrever a acao de Einstein-Hilbert usando essas variaveis e, a partir dai, apenas
aplicamos o método desenvolvido no capitulo anterior partindo da acao de Einstein-Hilbert,

obtendo assim as equacoes de Einstein na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado.

3.1 Folheacdo (1+3)

Seja M um espago-tempo globalmente hiperbélico. Entao M admite uma folheacao
(1+3) para um determinado ¥ através de uma familia de embutimentos e, : ¥ — M,
parametrizada por ¢t € R, de forma que M =~ R x ¥ (nesse contexto, "~" significa
"topologicamente equivalente"), como mostrado na Figura [I} O objetivo desse método é
descrever o espaco-tempo M como a histéria do espaco > ao longo do tempo t. O espago

em um dado instante ¢ é descrito através do mergulho de > em M por meio de e;, ou seja,
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e (X) =: ¥y € M, chamada de folha, representa a situagdo do espago nesse instante de
tempo. A folheagdo tem duas caracteristicas principais: (1) Xy, N Y, = & para t; # o
e; (2) UX; = M. Isso significa que cada ponto do espago-tempo faz parte de uma tnica
folha. bualquer familia de embutimentos que satisfaca essas condigoes pode ser usada

como folheacgao, o que significa dizer que a folheacao do espago-tempo nao é univocalﬂ.

M

e (p)

Figura 1 — Representacao esquematica da folheagdo do espago-tempo.

Como as folhas sao espaciais, tridimensionais e estao contidas no espago-tempo
quadridimensional, é possivel assinalar a cada ponto de uma folha Y; um vetor tipo tempo
ortogonal a ela. Isso nos permite definir, para uma dada folheacao (ou seja, uma escolha de
uma familia de embutimentos {e;} e superficie espacial ), um campo vetorial normal

n® tipo tempo, tal que gun®n? = —1.

Sendo assim, a folheagao induz a decomposi¢ao dos vetores em uma componente
paralela e uma ortogonal a folha >; onde esse vetor se encontra, o que pode ser feito

através operadores de projecao [15] paralela

P :TM —TM

(3.6)
X X 4+ nny X,
e ortogonal
P :TM —TM
(3.7)
X% —nny X°.
A partir desses operadores, podemos definir os subconjuntos Tj M := P|(TM) e

T M := P, (TM). E facil perceber pela definicdo dos projetores que, para qualquer vetor
X, temos que X* = (P X)*+ (P.X)" mostrando que a decomposi¢ao é bem definida.

L Vale ressaltar que nem todas as solucdes possiveis para a equacéo de Einstein admitem um espaco-tempo

globalmente hiperbdlico. Trata-se de uma restricao sobre as possiveis solugoes.
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2

Figura 2 — Campo vetorial normal n®.

Essas projegoes podem ser estendidas para o dual T*(M) bem como para os
demais espagos de tensores definidos em M. Entdo, para uma 1-forma w,, temos que
(Pjw)a = wq + ngnwy. De maneira geral, para um tensor 7' do tipo (I,m), a atuacdo do

projetor paralelo pode ser definida como
(PHT)(vl, ey UMW W) = T(P”vl, s P, Pjws, ..., Pyw), (3.8)

onde v* sdo vetores tangentes a M e wy, sdo 1-formas cotagentes a M. Ou seja, o projetor
atuando sobre um tensor é o mesmo que o tensor atuando sobre as projecoes de suas

entradas. O caso do projetor ortogonal é totalmente andlogo.

O caso da projecao da métrica é particularmente interessante. Dados dois vetores
X%eY? temos
(Pg)(X.Y) = (P X, P|Y)
= gup( X+ nn X)(Y? + nPngY?)
= gabX“Yb + gabXanbnde + gaben“ncXc + gabnancchbnde
= g XV + XY + Yo, . X¢ — n.Xng Y
= g XY + ngny XY
= (Gab + Nam) XY,

ou seja

Gab -— <P||g)(zb = Gab + NNy, (39)
E interessante notar que

a a
qabn” = (Gab + Nanp)n
a
= GabTt" — Np

=0,
e, para X* € T)M

qabXa = (gab + nanb)Xa
= gabXaa
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ja que n® e X sao ortogonais. Ou seja, a projecao da métrica se anula quando contraida
com vetores ortogonais e atua como a métrica do espago-tempo quando contraida com
vetores tangentes. Por isso, quando restrita a uma folha ¥, g, pode ser usada como uma

métrica sobre essa folha. Por conta disso, g, recebe o nome de métrica induzida.

A partir da métrica induzida, podemos descrever as projecoes como:
(PT) %y b = " ey oG 0 by 0" 0 Ty (3.10)

onde ¢%, = 6% + nny.

Assim como é o caso da métrica gup, definimos ¢ = ¢® 4+ n*n® como a "inversa da

métrica induzida". No entanto, vale notar que
Qachb = 52 + nanb- (311)

o que significa que ¢%° ndo é realmente a inversa da métrica g,;. Ainda assim, se restringirmos
a atuacao desses tensores somente a vetores espaciais, o segundo termo a direita da igualdade
se anula e podemos usar g e ¢*° da mesma forma como usamos g, e ¢g%° para subir e
baixar indices |12]. Tomando esse cuidado, é possivel estender o que foi discutido até agora
nessa secao para campos vetoriais, duais e os demais campos tensoriais. Assim, sendo
X (M) o conjunto dos campos vetoriais de M, podemos definir X' (M) e X' (M), da mesma

maneira como fizemos para T M e T’ M.

A folheagdo também induz uma separacao na derivada covariante. Seja X¢ um
campo vetorial em X' (M) (chamemos de "campo vetorial paralelo”, por conveniéncia).
Quando esse campo vetorial é submetido a acao da derivada covariante, é possivel que ele
deixe de ser um campo paralelo, de forma que podemos decompor o campo resultante em

componentes paralela e perpendicular

VX" = P|(V,X") + PL(V.X") (312)
= D, X"+ n"K,. X",

sendo D, a derivada covariante compativel com a métrica g e Ky, um tensor puramente
espacial conhecido como curvatura extrinseca (de ¥; em M ). Precisamos mostrar que
D, = PV, é de fato a derivada covariante compativel com g,, mostrando que ela satisfaz
todas as propriedades necessarias para ser um derivada covariante de torsao nula bem
como a condicao de compatibilidade. Propriedades como linearidade, regras de Leibniz
e comutagao com contragao sao herdadas de V, diretamente por D, pela definicao e

podem ser provadas facilmente. Mostremos entao que a condi¢oes de compatibilidade com
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a métrica e torsao nula sao satisfeitas. Para a condi¢ao de compatibilidade, temos

Dogve = Py[Va(ge + none)]
= Py[Va(npne)]
= B [(Varp)ne + (Vane)m)
= [P{(Van)|Py(ne) + [ (Vane) | Py (ns)
— 0,

como esperado. Na primeira igualdade, apenas usamos as defini¢dbes de D, e qp.. Na
seguinte, usamos a condi¢ao de compatibilidade V,g,. = 0. Usamos entao (3.10) na
passagem seguinte e por fim, usamos o fato de que Pjn, = 0. Para a condigao de torsao

nula, temos, para uma funcao f qualquer definida em 3,
D,Dyf = P\Vo(P)Vsf)

= P\Va(Vof +npn°V.f)

= P|[VoVof + (Vanp)nVef +np(Van) Ve f +nmpn(VoVef)]

= P\VVif

= P\V,V,.f

= DyD, [,
onde usamos a torsao nula de V,, V,V,f = V,V,.f, e mais uma vez a ortogonalidade
de n?, o que faz com que P anule os trés dltimos termos da terceira linha. Sendo assim,
quando restringimos a atuacao de D, a uma folha ¥J;, trata-se exatamente da derivada
covariante de torsao nula de ¥; compativel com a métrica qq(t). No entanto, da forma como
definimos D,, podemos estender sua aplicacdo mesmo para vetores que nao sejam tangentes

as folhas. Isso porque tanto o operador de projecao P quanto a derivada covariante V,

estao definidos em M.

A curvatura extrinseca K, por sua vez, estd diretamente relacionada a forma com
que a superficie espacial ¥ estda embutida no espago-tempo em um determinado instante ¢.
Isso pode ser visto observando como o vetor normal n® varia ao longo da superficie ;.
Essa correspondéncia pode ser obtida a partir da definicdo de curvatura extrinseca em
(13.12])

P (VX)) =n"K,.X° (3.13)

e da identidade
Va(anb) =0= (VaXb)nb = —(Vanb)Xb,

ja que X e n® sao ortogonais para X* espacial.
Comecamos pela decomposicao
(VaXP)np = —(Vany) X°
[P1(VoX) + PL(V X))y = —(Vany) X"
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Como o resultado de Py(V,X") é espacial, P|(V,X")n;, = 0. Entao a expressao

acima pode ser reduzida para

Pl(VaXb)nb = —(Vanb)Xb
NP Koo Xnp = —(Vany) X°
KX = (Vany) X?,

n = —1 na segunda. Como X°

é espacial, (V,ny)X? = Pj(V,ny)X? e, usando novamente ([3.12)), concluimos que

onde usamos a defini¢do (3.13)) na primeira passagem e n

Kab == PH(Vanb) = Danb, (314)

ou seja, K, mostra o quanto o vetor normal n* é deslocado espacialmente quando
transportado ao longo de uma curva em ¥;. Mais explicitamente, dado um campo vetorial
X* e X(%), XKy = X*Dyny diz o quanto n® varia espacialmente quando transportado

ao longo da curva integral de X ”ﬂ

3.2 Derivada Temporal

A métrica induzida ¢, é a grandeza central da andlise candnica da gravidade.
Contudo, é preciso cautela, pois apesar de ser um campo tensorial simétrico em M, g4, nao
é uma métrica em M. A forma apropriada de interpretar ¢,;, seria como uma familia de
métricas espaciais parametrizada por t, cada uma delas sobre uma folha »; diferente. Isso
torna mais plausivel a ideia de evolugao temporal da métrica induzida. No entanto, antes
de seguir para esse tipo de andlise, é necessario definir de forma rigorosa o que seria a
derivada temporal de um campo, pois estamos lidando com o espago-tempo e as nogoes de
evolugao temporal e variagdo com o tempo sao menos palpaveis do que costumam ser em
mecanica classica. Por isso, precisamos entender qual o papel do parametro ¢ na evolucao

dos campos e por que esse parametro esta associado a ideia de tempo.

Sejam p € ¥ e uma folheacao descrita por {e;}. Sabemos que e;(p) € ¥; C M.
Definimos entao o campo temporal t* como o campo vetorial em M cujas curvas integrais
sdo dadas por Ue;(p). Dessa forma, cada curva integral de t* corresponde a uma linha
de mundo descrtita por p através dos embutimentos e;. Como trata-se de uma familia de
embutimentos, cada e; é injetivo em M, e por tratar-se de uma folheacao, as superficies
espaciais nao tém pontos em comum, e assim o campo temporal ¢ bem definido. Com isso,

é possivel estabelecer uma nogao precisa do que significa “variar com o tempo”: é o mesmo

2 E importante notar que sé é possivel escrever a curvatura extrinseca em termos de D, pelo fato de

termos estendido sua atuacéo para todo o espaco-tempo M. Afinal, caso a definicdo de D, fosse restrita
somente a derivada covariante em Y;, como n® nao faz parte do fibrado tangente dessa variedade, a
definicdo descrita em (|3.14)) néo faria sentido.
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que variar ao longo das linhas integrais de t*. Ou seja, uma curva integral ~, de t* ¢ tal
que Y,(t) = ex(p).

E possivel introduzir um sistema de coordenadas em M de forma que o campo
temporal t* seja a derivada parcial em relacao ao tempo. A partir de uma carta local em ¥,
p adquire certas coordenadas espaciais (2!, 2%, #3). Essa escolha de carta local em ¥ induz
uma carta local em M de forma que o ponto g = e;(p) adquire coordenadas (¢, z', 22, z%).
Usando o sistema de coordenadas definido acima, como p é sempre o mesmo ao longo de
uma dada curva 7, as coordenadas espaciais ao longo dessa curva sao constantes. Além
disso, a curva é parametrizada pelo tempo ¢, e assim o campo temporal tem coordenadas
(1,0,0,0) para essa escolha de sistema de coordenadas. Com isso, para uma funcao f

qualquer em M, temos que
t'(f) =t"V,uf =0.f, (3.15)

ou seja, para essa escolha, t* torna-se o campo vetorial que define a dire¢ao da derivada

temporal.

Como todo campo vetorial em M, t* pode ser decomposto em componentes paralela

e perpendicular usando os projetores:
t* = P (t") + Py(t") =: Nn" 4+ N, (3.16)

sendo N conhecida como fungao lapso e N® como vetor de shift. Pela forma do campo
temporal, podemos interpretar a funcao lapso como uma forma de medir o ntimero de
folhas atravessadas transversalmente num dado intervalo de tempo dt, enquanto o vetor
de shift esta relacionado com o deslocamento espacial entre o embutimento do ponto p em

Y e o embutimento do mesmo ponto em 3,45, como mostra a figura.

Yot
€46t (p)
ta
Nn®
a Et
€t (P) N

Figura 3 — Campo temporal ¢*.
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Essas noc¢oes permitem que interpretemos os campos temporal t* e normal n* como
campos cujas curvas integrais correspondem a linhas de mundo de diferentes familias de
observadores. Por exemplo, para t* = n®, N® = 0, o que corresponderia a um observador
estacionario com relacao a superficie espacial. O campo temporal é definido a partir
dos embutimentos e;, que podem ser escolhidos arbitrariamente desde que satisfacam as
condicoes de folheacao. Em outras palavras, a liberdade de escolha desses embutimentos
corresponde a liberdade de escolha de um referencial. Esse paralelo é reforcado pelo
fato de que os campos temporal e normal sao tipo tempo. Isso mostra que N e N sao
diretamente dependentes da escolha de referencial, e correspondem a variaveis associadas

a uma liberdade de calibre do sistema, como veremos mais adiante.
Essa ideia fica ainda mais clara quando normalizamos o campo temporal. A norma
de t* é dada por
t*, = N°n®n, + 2Nn°N, + N°N,

= —N”+[|N|P?,

ja que n*N, = 0. Assim, o campo temporal normalizado é da forma
t*  n"+ NN
Ve L IN/N 2

A partir do que foi discutido sobre o lapso e o shift, percebe-se que V=N /N é, na
verdade, a velocidade relativa entre os observadores em t* e n®. Assim, yp = 1/4/1 — V)2
¢é o fator de Lorentz correspondente a esse movimento relativo e o campo temporal pode
ser escrito como (7, 7‘7‘7) no referencial de repouso do observador que segue a curva de
n® , que é a formula da quadrivelocidade de um objeto com velocidade V em relacao a esse
referencial. Como esperado, para o caso em que t* = n?, ou seja, N =0, temos 75 =1 e
o campo temporal normalizado se torna (1, 5), que ¢ a quadrivelocidade de um objeto em

repouso com relagao ao referencial.

Por fim, podemos definir a derivada temporal de um campo tensorial espacial
parametrizado por ¢ como sua derivada de Lie com relagao a t®. Isso porque a derivada de
Lie é uma forma de avaliar a variagoes de campos tensoriais ao longo das curvas integrais
de um campo, tornando possivel comparar tensores em pontos diferentes dessa curva.
Como o objetivo é avaliar a mudancga de campos tensoriais com o tempo, a derivada de Lie
ao longo de t* cumpre perfeitamente esse papel. Assim, dado um campo tensorial espacial

Ty, definimos sua derivada temporal como
Tal'“anbl...bm = P||(‘CtTalmanb1---bm)7 (317>

onde usamos o projetor para garantir que a derivada temporal seja também um campo

tensorial espacial.
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3.3 Decomposicao da métrica

A partir dos conceitos introduzidos pela folheacao do espaco-tempo, podemos
expressar a métrica do espago-tempo em termos dessas novas variaveis. A partir das

definicoes de ¢® e t*, temos

g% = ¢® — nant = g _ ]\1[2(ta ~ N9 — NY), (3.18)
Escrevendo ¢* como uma matriz, obtemos
L N
g = ]\]7\1[2 - N]i/'iNj (3.19)
N2 <qu N2 >

Invertendo essa matriz, obtemos a métrica na forma

—N?+ N'!N,) N;
Guv = |:( ) ] , (320)
N; Qij
de onde tiramos diretamente o elemento de linha
ds® = —(N? — N'N;)dt* + N,(dtdz® + dz*dt) + qupdada®, (3.21)

Com isso, conseguimos decompor a métrica em 4 termos independentes com variaveis

livres, N e N%, e 6 termos independentes com grandezas fisicas, .

A ideia é expressar quaisquer relagdoes em termos da métrica induzida, do lapso e do
shift. Em particular, temos o caso do determinante da métrica, que aparece explicitamente
na acao de Einstein-Hilbert. Para expressa-lo em funcao de q,,, N e N¢, basta notar que
g = —1/N? a partir da equagao (3.18). Com isso, podemos usar a féormula geral de
matrizes inversas. Dada uma matriz A, temos que

(A7hyr = G
det A

onde (A™1)¥ ¢ o elemento da linha i e coluna j da matriz inversa de A e Cy; é o cofator

correspondente, ou seja, o determinante da matriz menor, eliminando a i-ésima linha e a
j-ésima coluna de A. No caso da métrica, é evidente que Cpy = det(gqp), j& que as linhas e

colunas eliminadas sao as que contém a parte temporal. Entao, pela formula da inversa,

obtemos
00 i o C’00
TN det(ga)
_ det(qgeq)
det(gap)’

de onde conclui-se que
det(gq) = —N? det(qeq). (3.22)
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3.4 Relacoes de Curvatura

A partir da folheagdo do espaco-tempo, a descricdo da geometria da folha pode ser
dividida em intrinseca e extrinseca. O termo que caracteriza a curvatura extrinseca, dado
pela expressao , ja foi discutido na secao 3.1 Para a curvatura intriseca usamos
o tensor de curvatura de Riemann, , tomando como variedade ¥ e sua respectiva
derivada covariante D, compativel com a métrica ¢, de forma que a curvatura intrinseca
¢ dada por

) Rapewy = (DeDy — DyDy)we (3.23)

dada uma 1-forma w, € T*X. A partir desse tensor, é possivel calcular o tensor de Ricci,
o escalar de Ricci e o tensor de Einstein correspondentes, como vimos no inicio deste

capitulo.

Como ¥ é espacial, nao é possivel analisar a evolucao do sistema usando apenas
parametros intrisecos a essa variedade. De fato, o papel da curvatura extrinseca esta
intimamente relacionado com a evolucao da métrica induzida. Tomando a derivada de Lie

de g, ao longo do campo n®, temos que

Lnqab = 1V eGab + Gac Von© + qpeVan©
= n°Ve(gab + nanp) + Vina + Vane
=nV.(nam) + Ving + Vany,
= (9" +nan)Veny + (9° + men®)Veny = Koy + Kpa,

onde usamos a defini¢ao (3.14) para chegar no resultado.

E possivel simplificar ainda mais a expressao anterior usando o fato de que Ky, é
simétrico. Dados dois campos vetoriais espaciais X, Y* € X(M)|, o comutador entre eles,

[X,Y]*, também é espacial. Isso implica que sua contracao com n* é nula, entao

na[X, Y] = no(XPV, Y — YV, X) = 0.

No entanto, como os campos sao espaciais, temos que n,X* = n,Y* = 0, ou
seja, Vi(n,X*) = 0 de forma que n,V,X* = —X*Vyn, e o mesmo vale para Y. Assim,

podemos reescrever a relagdo acima como
—Y°X 'Vyn, + XY*Vyn, = XV (Vany — Vyn,) = 0,

e como 0s campos espaciais sao arbitrarios, o resultado ¢ valido para quaisquer projecoes
espaciais de V,ny, mostrando que K, é de fato simétrico, pois K, — Kp, = H(Vanb —

Ving) = 0. Essa simetria, associada ao resultado anterior, nos permite concluir que

1
Kab - iﬁnQaby (324)
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0 que comega a apontar para a correspondéncia entre a curvatura extrinseca e a variagdo
temporal da métrica induzida. Como vimos na se¢ao [3.2] é possivel escolher um referencial
tal que t* = n% o que faria com que K, pudesse ser visto como metade da derivada
temporal da métrica espacial usando . O préximo passo é generalizar essa relacao,
de forma a obter uma relagao direta entre K, e a derivada temporal de q,,. A partir de

(3.24)) e da definigao do campo temporal (3.16)), temos que

1
Kab = iﬁnQab

1
= 57 [V Vea + ac Vo (N1) + @ Va (N 1)

1
= —Lu- aby
ON (t—N)4adb

onde usamos Nn® = t* — N® no ultimo passo. Como K, é espacial, podemos reescrever a

relacao acima como

1
Koy = ﬁpu[ﬁ(t—N)ng]
1
= ﬁﬂmﬁtqm) - ['NQab)7

onde é possivel reconhecer o primeiro termo como ¢, usando (3.17)). J& o segundo termo é

simplesmente D, N, + Dy N, pois

-P||(NCVCQab + QchbNC + qbcvaNc) - NCPHVCQab + P||vaNb + -P||vbNa
= DNy + DbNaa

onde usamos o fato de N ser espacial na primeira igualdade, de modo que Pj(N°V qa) =
NCP”(chab) e P\Veqay = Dcgqy = 0 na tltima. Portanto, a curvatura extrinseca esta

relacionada com a derivada temporal de acordo com a expressao

1
Koo = —(Gap — Dy Ny — DyN,). 3.25
b 2N(Qb b b ) ( )

A relacao (3.25)) é fundamental para que possamos escrever as equagoes de Einstein
através do formalismo candnico, pois ela fornece uma relacao explicita entre a curvatura
extrinseca e a derivada temporal da métrica induzida, o que ja indica que o momento

conjugado de g4 estd de alguma forma relacionado a K.

Agora precisamos entender como as curvaturas intriseca e extrinseca estao relacio-
nadas com a curvatura do espago-tempo. Comecamos a partir da férmula do tensor
de curvatura de Riemann de X, escrevendo as composigoes de derivadas explicitamente
em termos dos projetores e da derivada covariante V,, de maneira similar ao que foi feito

no célculo da torsdo de D,:
Danwc = PHVG(P”VWJC)
= Qanbgqchvf(diQhevdwe)
_ f. d_e e f . g d d f., h e
= 4’ "0V Vawe + ¢ (¢’ 7V 144" ) Vawe + 6 (¢’ 4"V £01°) Vawe,
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O primeiro termo na expressao acima pode ser reescrito como PV, Vyw,, enquanto
podemos reescrever ¢,’ ¢,V 1q,% = ¢.7 49V s (nyn?) = nq,/ 9V n, = n?PVan, = nKey,

no segundo termo, de forma que
QCe<qanbgiqu)vdwe = ndKadewc, (326)
e analogamente, o terceiro termo pode ser expresso como

(g0’ 4"V 101S)Vawe = @ K genV gwe
= _[(cthl)dwevdn6
= —Kaoewes ¢’V any
= _Kachewea

onde usamos que, para w, espacial, w.n® = 0, logo n°V w, = —w.Vyn°. Logo, a partir de

(3.23)), temos que

(3)Rabcdwd = Dy Dyw. — DyD,w.
= 1 (vavb - vbva>wc - Kachdwd + Kchadwd
= HRabcdwd - Kachdwd + Kchadwda

onde os termos da forma (3.26]) se cancelam. Chegamos entao na relagao conhecida como

equacao de Gauss:

P Rape = PR + KooK — Ky K (3.27)

Outra relagdo importante é a chamada equacao de Codazzi, que podemos obter
da seguinte forma:
PRapean” = P|(VaVy — Vi Va)ne
= P|[Va(9"Vane) — Vi(ga"Vane)]
= P|[Va(PVin,) — Va(nyn®Vne) — Vi (PVane) + Vi (nan?Vne)]
= D Ky — DyK e — P|| [(Vanb - vbna)(ndvdnc)]a

pois P|[V.(PVine)] = DaKpe. Como P(Vany — Vyng) = Kap — Kpe = 0, chegamos assim

na forma final da equagao de Codazzi:

P||Rabcdnd = DaKbc - DbKac- (328)

A 1ltima relagdo necessaria é a chamada equagao de Ricci, cuja trabalhosa

dedugdo estd feita no Apéndice [A}

Racbdncnd = _EnKab + Kacch + D(aAb) + AaAb (329)
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Contraindo os indices do tensor de Riemann de forma a obter o tensor de Ricci,

temos que
Ruanin® = —n*(V,V.— V.V, )n°
= (V,n")(Venf) — (Ven®)(Venf) — Vo (n*Ven) + Vo (n*Vonc),
onde aplicamos a regra de Leibniz. O primeiro termo fica
(Van®)(Ven©) = ga%g°e(Van®)(Ven©)

= (0a"Van")(¢°Ven®) — qa'nne(Van®)(V.n®)
— ¢°enan (Van®)(Ven©) 4+ ngnnen(Van®) (Ven®)
= K"K = (K%)?,

onde, na passagem contendo quatro termos, todos além do primeiro se anulam por

n,Vyn® = 0. De forma semelhante, o segundo termo fica
(Ven®)(Van®) = K°.K¢,.
Os dois ultimos termos podem ser agrupados como

—Va(n*Vene) + Vo (n'Vn®) = =V, (n*Ven) 4+ Vo (nVen®)
= Vu(—n*Vn® + nV.n?)

= Vv,
sendo
v? = —n*'V.n 4+ nV.n". (3.30)
Obtemos entao a equagao
Ragn®n® = (K%)* — K%K, + Vv (3.31)

Quaisquer outras possiveis contracoes de Rq.? com n® ou qq, sdo nulas devido as

simetrias do tensor de Riemann.

Com esses resultados, podemos finalmente escrever o escalar de curvatura em
termos das variaveis associadas a folheagao:
R =R =g"Ra
= " Rug’
= gabngRacbd
= (¢® — nn®)(¢* — n°n?) Rocsa
= qabQCdRacbd - qabncndRacbd - qunaanacbd + nn"nn? Rocha
= ¢°°q“ P Rucva — 2n“n" Ry
= 4¢P Racpa + Kap Ko — Kaelpa) = 2[(K0)* = KK 4 + V0]
=®R - (K%)* + K% K", — 2V 0",
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onde igualdades como ¢*¢“* Ryepq = q“qudP”Racbd e ¢™nn?R,pq = n*n’ Ry, sdo verdadeiras

pelo fato de surgirem contracgoes nulas de R,.pq com n e ¢, ao abrirmos esses termos.

Obtemos assim a expressao para o escalar de Ricci em funcao das curvaturas

intrinseca e extrinseca:

R — (3)R _ (Kaa)Q + KabKab . Qvava. (332)

Essa ¢ a relagado necessaria para obter as equagoes de Einstein na forma de um

sistema Hamiltoniano vinculado.

3.5 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral

A partir das conclusoes obtidas ao longo deste capitulo, é possivel agora expressar
a dindmica do espaco-tempo a partir das nogoes introduzidas pelo método de folheagao. A

acao de Einstein-Hilbert ¢ dada por
S = /dt(LG 4 L), (3.33)

sendo
1 3
Lo =4 /d 2\/— det(gu) R (3.34)

a Lagrangiana associada a geometria do espaco e L)y, a Lagrangiana associada ao conteido

de matéria, onde k = 87(G. Por ora, manteremos o foco em Lg.

Usando as relagoes (3.22) e (3.32)), a equagao ([3.34) pode ser reescrita como
1
Lo=5 / BN /det(qu)[PR — (K02 + K™K y), (3.35)
K
onde o termo envovlendo V,v® foi desprezado por tratar-se de um termo de fronteira que

nao afeta as equagoes de campo locais [12].

Dada a Lagrangiana, todo aparato discutido no capitulo [2| pode ser aplicado. Para
obter os momentos conjugados de N e N usamos ([2.31]), de onde vinculos primérios

surgem de forma bastante direta:

_ O0Lg
0L
pa(l') = m = 0. (337)

O momento conjugado a métrica induzida q,;, ¢ dado por:

L
5Qab (:L‘) ’

Wab(x)
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e usando a equagao (3.25)), podemos calcular 7%(x) da seguinte maneira:

1 6Lg  y/det(dan)
- 9N 6K, 2k

7 (z) (K®™ — K°.q"™). (3.38)

Contraindo a relagdo acima com ¢, e usando ¢ := det(qyp), temos

K — K g™y = ——=7"qup
V4
2
K®, — 3K, = =" pe
NG
K
= K% = ——n",.

Com isso, podemos isolar K na equacio (3.38)), obtendo

K
K b b b
a 7T_ccqa a

2K
= —
V4 V4
K
Kab — E(Zﬂ_ab - 7_‘,ccqab).
Substituindo (3.25) nessa relagdo, conseguimos expressar ¢, em termos do seu

momento conjugado m:

. 2Nk .
Gab = 7(27Tab -7 cqab) + D(aNb)- (339)

Vi

Assim, podemos usar (2.34) juntamente com (3.35)), (3.36), (3.37) e (3.39) para

obter a Hamiltoniana gravitacional calculando

Hg = /d3x(Qab7Tab — Lg+ Apn + 1Pa),

ou seja,

oN 1 N
Hg = / Pz [\/; (w“bm - 27r2> + 27D, N, — f@)}z] + / dPx(Apy + 1pa),
(3.40)

onde usamos m = 7°. para deixar a notacao mais enxuta e A e u® sao multiplicadores de

Lagrange associados aos vinculos primarios.

Aplicando as condigoes de consisténcia para os vinculos primarios (3.36)) e (3.37)),

obtemos os vinculos secundarios:

. 2% 1 N/
S¢ = pn = {pn, Ha} NG <7T Tab = 57 + P R=0, (3.41)

denominado vinculo Hamiltoniano, e

) 71.bc
_VaG = Pa = {pN7 HG} - 2\/(_ZQach <\/a> = 0, (342)
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onde usamos integracao por partes com 2 / dgm\/aDa(ﬂabNb /+/q) como termo de fronteira.
Esse é o denominado vinculo de difeomorfismo. Neste texto, nao entraremos em detalhes
sobre os termos de fronteira, no entanto uma discussdo aprofundada sobre o assunto pode

ser encontrada em [12].

Comparando a forma dos vinculos secundarios e com a expressao em

, nota-se que a Hamiltoniana gravitacional é expressa como uma combinacao linear
desses vinculos:

He = / Br(NSe + NVE + \py + 1%pa), (3.43)

a menos de termos de fronteira.

Enfim, conseguimos uma representacao da dindmica da geometria do espago-tempo
na forma de uma Hamiltoniana. As varidveis candnicas que descrevem essa evolugao sao
dadas por qu () e 7 (F). Como todo par candnico, essas varidveis devem satisfazer as
relagoes

= cd (= c sd el =/
{qup(Z), 742} = 0(a0p)0 (T — '), (3.44)
para todo t. A simetrizacao dos deltas ocorre devido a simetria da métrica induzida, ja

que a mesma relacao é valida quando invertemos os indices.

Nos resta agora analisar o termo da Lagrangiana correspondente a matéria, Lj;.
O contetdo de matéria pode ser descrito de diferentes formas. Ao longo desse trabalho,
iremos abordar a distribui¢do de matéria no espago através de um campo escalar @ ().

Assumindo acoplamento minimo, a Lagrangiana de matéria é dada por
1
L=~ [ &N g [2va<1>vac1> n V(cb)] ,

ou seja, o unico acoplamento entre o campo escalar e a métrica se da por meio do

determinante da métrica.

Usando o procedimento padrao, obtém-se a Hamiltoniana de matéria

Hy = /d3 { [ P2 + ‘/_D DD'® + \/qV (P )1 +NiP¢Di<I>} , (3.45)
onde
o OLw VA i =
Py () = <= Ty () — N'D;id(3)] (3.46)

¢ o momento conjugado ao campo escalar.
Somando essa contribuicao a , obtemos a Hamiltoniana total
H:= Hy+ Hy — / B2(NS + NV, + Apx + 1pa), (3.47)
sendo

S :=S¢ + ﬁPQ \/_D DD + /qV (D) (3.48)

2K b 1 2) V4 (3) L e Va
S p—— —Y_YR4+ —P ~~-D,oD*® V(id)~0 3.49
\/6(7? Tab 27r P —1—2\/6 ¢+2 +\/§() ( )
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o vinculo Hamiltoniano total, e

be

Va = VaG + P(IDDaCI) - _ZﬂQach (f/@) + P<I>Daq) ~ O (350)

o vinculo de difeomorfismo total.

Como par candnico, o campo escalar e seu momento conjugado devem satisfazer a
relacao
{D(&), Po(#)} = 6(F — ), (3.51)

Essa é a forma final da Hamiltoniana que captura a dinamica descrita nas equagoes
de Einstein . Trata-se de uma Hamiltoniana totalmente vinculada, que é uma propri-
edade valida para quaisquer sistemas invariantes por mudangas de coordenadas [11]. A
evolugao descrita por pode ser imaginada como a percep¢ao de um observador sobre
a geometria das folhas espaciais enquanto ele caminha ao longo de uma curva temporal.
Por isso as coordenadas do espago de fase sao associadas a métrica espacial, além da

distribuicao de massa descrita pelo campo escalar.

E importante notar que os multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos
primarios, A e u* sao completamente arbitrarios, enquanto os multiplicadores associados
aos vinculos Hamiltoniano e de difeomorfismo sao a funcao de lapso N e o vetor de shift
N® que estao associados a uma escolha de referencial obtida pela parametrizacao da
folheacao e;. Por isso, podemos considerar A = u’ = 0, o que elimina os dois tltimos termos
de e facilita a analise da evolucao do sistema. Por outro lado, ndao é possivel fazer
essa escolha para N e N devido as restricoes impostas pela folheacdo. Afinal, caso N e
N?® fossem nulos, isso implicaria em t* nulo, de forma que nao se trataria de um campo
vetorial temporal e resultaria numa folheagao restrita a uma tnica folha espacial, tornando
a nocao de derivada temporal absurda. Por isso, ¢ importante que N seja sempre nao-nulo

e N“ respeite o carater temporal de ¢, ou seja, N2 > || N||2.

Enfim, obtida a Hamiltoniana total, é possivel fazer a andlise dinamica do espaco-
tempo como uma andlise candnica da histéria do espago. A grande vantagem dessa
abordagem, além da interpretacao elegante que pode ser atribuida as equacoes de Einstein,
é que temos a disposicao todas as conhecidas ferramentas de analise do formalismo
Hamiltoniano. Seguiremos entao para a aplicacdo dos métodos discutidos no capitulo 2 a
Hamiltoniana no contexto da cosmologia.
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4 Perturbacoes Cosmoldgicas

4.1 Plano de Fundo (FLRW)

Pelo seu carater nao-linear, as equagoes de Einstein, tanto na sua forma tensorial
quanto na sua forma Hamiltoniana (3.47]), nao podem ser facilmente resolvidas em
toda sua generalidade. No entanto, como é de costume na fisica, podemos aplicar essas
relagoes em contextos especificos, onde conseguimos obter solucoes devido a simetrias
intrinsecas ao caso estudado. Em particular, na cosmologia, o objetivo ¢ analisar a evolucao

do universo como um todo.

A principio, esse seria o caso mais complexo a ser estudado, ja que teriamos de
considerar todo contetido de matéria do universo ao aplicarmos as equagodes de Einstein,
ou seja, o tensor energia-momento seria o mais completo possivel, tornando essa analise
inviavel. No entanto, ao tratar do universo em escala suficientemente grande, torna-se
razoavel assumir algumas hipoteses que levam a certas simetrias na métrica induzida,
simplificando consideravelmente o problema. Essas hipoteses assumidas para o universo

em larga escala constituem o chamado principio cosmolégico.

4.1.1 Principio Cosmoldégico

O principio cosmolédgico parte da ideia de que, em escala suficientemente grande, o
conteido de matéria é, em média, o mesmo em qualquer regiao do universo. De forma

mais explicita, assumimos as seguintes simetrias:

« Homogeneidade: existe uma folheagdo M ~ ¥ x R tal que, para cada instante ¢ e

par de pontos p, ¢ € ¥, existe uma isometria do espaco-tempo que leva p em g¢;

« Isotropia: existe uma familia de curvas tipo tempo, com tangentes u® preenchendo
todo o espago-tempo e tal que, para todo ponto p e par de vetores unitarios s, s €
T, M ortogonais a u®(p), existe uma isometria do espago-tempo que mantém p fixo e

leva s; em s5.

Essas hipdteses sintetizam a no¢ao de que nao ha uma posi¢ao nem uma direcao
preferenciais no universo, o que é bastante razoavel. Apesar de terem origem teorica, essas
hipéteses sao fortemente corroboradas por dados obtidos nos ultimos anos, como por
exemplo o espectro de poténcia da radiacio césmica de fundo (CMB) [16]. E comum se
referir a esse modelo como universo FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker),

bem como a tudo aquilo que caracteriza o modelo (geometria FLRW, métrica FLRW, etc.).
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A métrica de um universo FLRW sempre pode ser escrita na forma

dr?

2 _ A2 2 2 |9
ds* = —N*()de* + a(t)’ |+

+ r*(d6? + sin® 0dy?) | (4.1)
onde a(t) é chamada de fator de escala, as coordenadas ¢, r, 6 e ¢ sdo chamadas de
coordenadas comoéveis e £k = —1,0,+1 é um parametro associado a curvatura espacial.
Mais explicitamente, a partir da expressao , podemos calcular o escalar de Ricci
espacial ®) R, obtendo o

BGR = W’ (4.2)
o que evidencia o fato de que o escalar de curvatura depende somente do tempo e do
parametro k. Isso permite classificar o universo em trés possiveis categorias de acordo o
sinal de ® R. Dizemos que o universo é: fechado no caso de curvatura positiva (k = +1);
plano no caso de curvatura nula (k = 0) e; aberto no caso de curvatura negativa (k = —1).
Ao longo deste trabalho, trataremos exclusivamente do caso plano. Porém, é de interesse
para futuros trabalhos adaptar os métodos que empregaremos aqui para o caso do universo
fechado. Por isso, tentaremos deixar claro os momentos em que a curvatura nula de ¥ é

relevante ao longo da analise.

Para um universo FLRW plano, as variaveis dinamicas podem ser expressas na

forma
D(t,T) = o(t);
Pa(t, %) = py(t); (4.3)
Qab<t7 f) - Cjab(t);
(t, Z)

ou seja, sao grandezas que dependem exclusivamente do tempo.

No caso do universo plano, ¥ ¢ homeomorfo a R3, que tem topologia ndo-compacta.
Por conta disso, é necesséario certa cautela, pois as integrais presentes no final do capitulo
serao usadas aqui para tratar do universo como um todo e podem divergir se forem
tomadas para todo o espacgo. Para eliminar esse problema, tomaremos essas integrais
sobre um volume Vj finito porém arbitrariamente grande. Como veremos mais adiante, as
equacoes de movimento nao vao depender desse volume, de forma que ao tomarmos seu

limite tendendo a infinito, isso em nada vai afetar os resultados obtidos [10].

Um tultimo comentdrio relevante a ser feito sobre o principio cosmologico é que
ele é valido somente em larga escala. Afinal, quando consideramos escalas menores, como
nosso Sistema Solar, existem claramente posi¢oes onde a densidade de matéria é bastante
diferente: o posicao do Sol tem uma densidade de matéria muito maior do que qualquer
posi¢ao no espaco entre a Terra e o Sol, por exemplo. Isso ¢ evidente, mas tem implica¢oes

bastante interessantes. Comecgando dessa escala em que o universo pode ser considerado
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homogéneo e isotropico (normalmente chamada escala cosmoldgica) e partindo para escalas
cada vez menores, chegaremos a uma determinada escala na qual essas simetrias nao serao
mais validas. Nessa escala, podemos considerar uma solugao mais genérica do que a que
temos em que , na qual a parte dominante da solugao advém do universo em escala
cosmologica, com pequenas perturbagoes em torno dessa solucao. Essas perturbagoes
carregam consigo as heterogeneidades e anisotropias presentes ao longo da evolucao do
universo. Podemos reescrever as variaveis dinamicas, incluindo perturbacoes de primeira

ordem, na forma

®<t7 f) = ¢(t) + 5¢(t’ f)a
P<I><t>f) :p¢<t) —|—5p¢(t,£(f), (44)
Qij<t7 f) = qij (t) + 5Qij (tv I)?
T (t, %) = 7 (t) + o7 (t, 7).

Podemos interpretar solugoes dessa forma como pequenas flutuagoes (0o (%), por

exemplo) em torno de uma média (¢). Explicitamente

1
ol1) = ¢ [ @)
1 .
polt) = 3 [ Palt D)’
. 1 "
i(0) = 37 [ sl D)0
. 1 .
#I(t) = o / 7 (t, 7)d3z.
0

Por se tratarem de valores médios que caracterizam o universo em larga escala, dizemos

que os parametros homogéneos (4.5)) representam o plano de fundo (background).

Agora, assumindo o principio cosmoldgico e fazendo uso das ferramentas discutidas

no capitulo anterior, podemos prosseguir para o estudo da evolucao do plano de fundo.

4.1.2 Dinamica do Plano de Fundo

O primeiro passo na analise da dindmica das variaveis homogéneas ¢ estabelecer os

colchetes de Poisson. Isso pode ser feito a partir das relagoes (3.51)) e (3.44), usando as
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equagodes (4.5)). Para o campo escalar e seu momento conjugado, temos
(000 = {5 [o@da, - [ Puld)a'}
sy Mo % 7‘/0
1 S -
-7 / Bard3a' {D(F), Py ()}

1
= / Brd®e'8(z — 7)

1
g /@
_ L
=V
ou seja
1
= —. 4.6
(00} = - (4.6

Analogamente, para a métrica induzida e seu momento conjugado, obtemos

1

{71} = -5 (4.7)

L}

Os demais colchetes entre as varidveis homogéneas sao nulos.

Usando as hipdteses de homogeneidade e isotropia, tanto a métrica induzida quanto
seu momento conjugado devem ser diagonais em coordenadas cartesianas, de forma que

podemos reescrevé-los como

o 2
¢ij = a”oi;,
°ij ﬂ-a Z] (4'8)
= —0",
6a
onde a conhecido como fator de escala é uma funcao do tempo. Representamos 7% dessa.

forma para que as fungoes a e m, sejam canonicamente conjugadas
{a,m} = *1 (4.9)
a, , 4.
¢ Vo

relagdo que pode ser obtida aplicando (4.8)) em (4.7)).

Agora s6 precisamos da forma explitica da Hamiltoniana para o caso especifico
no qual as variaveis canonicas tém a forma . Aqui podemos ver claramente como as
simetrias simplificam o problema em maos. Primeiramente, por estarmos lidando com
folhas planas, o termo proporcional ao escalar de Ricci em S se anula. Em seguida, como
estamos lidando com uma métrica homogénea e folhas planas, os simbolos de Christoffel
sao todos nulos. Sendo assim, podemos substituir D, por d, na expressao dos vinculos.
Mais do que isso, por conta da homogeneidade das varidveis, todas os termos contendo
derivadas espaciais dessas derivadas se anulam. Sendo assim, o vinculo de difeomorfismo
para o plano de fundo é nulo

v =, (4.10)

)
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onde o indice (0) se refere ao fato de ser um vinculo relacionado ao plano de fundo (ordem
zero da expansao perturbativa). O vinculo Hamiltoniano de ordem zero, por sua vez, é

dado por

O T Po 411
S %4 +23—|—aV(¢) ~ 0, (4.11)

também conhecido como vinculo de Friedmann. Com isso, obtemos a Hamiltoniana que

determina a dinamica do plano de fundo

p¢ 3
12a 505 +a V(gb) (4.12)

HFLRW = /dgflfNS(O) = VE)N

onde estendemos a homogeneidade do sistema para a fungao lapso N, fazendo com que a
integral resulte simplesmente em um fator de V. Apesar dessa restricao, N representa
uma das liberdades de calibre do sistema, o que nos permite escolher qualquer fungao

homogénea nao-nula para o lapso. Em cosmologia, duas escolhas sao mais corriqueiras:

e« N =1, o que corresponde ao tempo préprio (ou cdsmico) t;

« N = a, o que corresponde ao tempo conforme 7.

Usandos as relagoes (4.6)) e (4.9)), obtemos as seguintes equagoes de movimento:

KT,
| = H = — 4.13
a ={a, HpLrw} 60’ ( )
K2 3p¢ )
Tgqg = {’/Ta, HFLRW} = — 1202 90 + 3a V(¢) (414)
i _ Py
¢ =1{¢, HrLrw} = 3 (4.15)
A 5dV
P = {pg, HrLrw } = —a’ 7 (4.16)
¢
Isolando py na terceira equagao acima e substituindo na ultima, obtemos a equacao
de campo:
] av
¢+3 ¢+ — i = 0. (4.17)

De forma similar, isolando 7, na primeira equacao, substituindo na segunda e usando o
vinculo de Friedmann, obtemos a equagao da aceleragao:

a K[p
Z—_lC4p 4.18
a 2[3+ ]’ ( )

onde p = %gf)Z +V(p)e P= %ng — V/(¢) correspondem respectivamente as densidades de

energia e pressao do campo ¢.

Solucionando as equagoes diferenciais acima, obtém-se a métrica espacial q,; através
de (4.8) (e consequentemente a métrica do espago-tempo g,;) bem como o campo escalar
¢(t) para o universo FLRW.
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Esse caso expoe claramente o quanto o principio cosmoldgico simplificou o problema
inicial. As hipdteses de homogeneidade e isotropia das variaveis dindmicas possibilitam
obter as equagoes de evolugao do plano de fundo de forma bastante direta. Como discutimos
anteriormente, essas solugoes correspondem aos valores médios das variaveis dinamicas, em
torno dos quais teremos pequenos desvios. Esses desvios, no entanto, nao possuem mais
as simetrias preditas pelo principio cosmolégico. Por isso, para estudar a evolucao das

perturbacoes, é necessario o uso de métodos mais elaborados, como discutiremos a seguir.

4.2 Perturbacoes no Universo Plano

4.2.1 Variaveis Dinamicas

As perturbagoes sao definidas na equacao (4.4) como sendo as varidveis totais

menos a parte homogénea, ou seja

(4.19)

A partir dessas expressoes e usandos os colchetes (3.51]) e (4.6]), conseguimos estabelecer o

colchete de Poisson entre as perturbagoes d¢ e 0py:

{60(7), 0pe(7)} = {D(Z) — ¢, Pa(T’) — ps}
= {2(2), Po(2)} = { (%), po} — {, Po ()} + {&,po}

= 6@ (F — &) — é/d?’m’{(b(f),Pq,(f’)} L /dgx{q)(f) 5(Z')} + ;0
_ 5(3)(5—:?/) V /d3 /5 /d3 5(3 —»/) ‘}v
1

= 6O (& — 1) — 7
0

e de forma similar podemos calcular o colchete entre as varidveis dqq, e d7%°. Obtemos

assim os colchetes

(80(2), dpal@)} = 097 = 7) - o1
0 ] (4.20)
{00 (@), 677} = 84, [707 - ) -
Vo

Os demais colchetes entre perturbacdes sdo todos nulos. E interessante notar que a
distribuicao 6 (7 — 27) — Vio é o delta de Dirac para campos puramente heterogéneos. Isso
pode ser visto pensando no que acontece quando multiplicamos esse fator por uma funcao

f(&) qualquer e integramos na regiao do volume V; (smearing). O termo contendo Vio é
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simplesmente a média de f(Z), como vimos em , enquanto o primeiro termo resulta
em /d?’:pf(f)é(?’) (¥—2") = f(Z'). Assim, o resultado dessa operagio é f(T)— Vio / d*z (),
ou seja, a funcdo menos sua média, sobrando somente a parte puramente heterogénea de
f(@).

Como 0¢;;(Z) é simétrico, a principio temos, para cada ponto do espaco, 6 graus
de liberdade mais um grau de liberdade para a perturbagao d¢(Z), além dos outros 7
graus de liberdade associados aos respectivos momentos conjugados, num total de 14
graus de liberdade. No entando, essas perturbagoes também estao submetidas aos 4
vinculos S e V;, e como cada vinculo elimina 2 graus de liberdade do sistema, obtemos
por fim 6 graus de liberdade no espago de fase das perturbagdes. Com o objetivo de isolar
esses 6 campos fisicos, faremos a chamada decomposi¢ao escalar-vetorial-tensorial
ou decomposicao SVT, que sera discutida na proxima se¢ao. Essa decomposi¢ao pode
ser realizada no espago de Fourier [10]. Como estamos lidando com o caso do universo

plano, comegamos expandindo as perturbacoes em seus modos de Fourier por ondas planas:

= _i L ik E
7 Zé¢(k)e

ops(T Z 0pa(k)e™

e (4.21)
035 ( Z 0qi; (k e
o'l (Z) = Zaﬁ” (K)e*®

Para estender a analise para o dominio de Fourier, é necessario encontrar os colchetes
de Poisson entre os modos das perturbacoes. Faremos esse célculo para o colchete entre os
modos da métrica e os modos do seu momento conjugado. O célculo para os modos do

campo escalar sao totalmente analogos.

Usando a expansao (4.21)) em (4.20)), temos

oz . -
K% o integrando em &, obtemos

1
— | d3x.
Vo}x

Multiplicando os dois lados da expressao acima por e

2 Z ik’ f/{éqw 76ﬁkl(/g/)}/ei(E+E”)-fd3x _ 5@% /eil?“f [5(3)@_ ) —

P

No lado esquerdo da expressao acima, a integral resulta em V(o3 _7,. Do lado direito, a

. . . ST 2 .
integral com o primeiro termo resulta em "% enquanto a integral com o segundo termo



54 Capitulo 4. Perturbacoes Cosmoldgicas

é nula. Sendo assim,

1 i_"-f' - ad - g 7:"//.f/
72 S0y (), 67 (K)Yop g = 0(05e™
0=
k,k’
72 k’x’{5 ” Eﬂ)d kl _5k5l25k/kﬂekl ’7
onde usamos a identidade e’ = > 0 k,,e . Substituindo &” por —k obtemos enfim

o colchete de Poisson entre os modos de Fourier da métrica induzida e seu momento
conjugado:
{043 (k), 67" (')} = Vod(ohy o o (4.22)

De maneira similar, obtemos

{66(k), 0ps(K')} = Vo _p- (4.23)

4.2.2 Decomposicao SVT e Liberdade de Calibre

Nesta subsecao, discutiremos a decomposi¢ao SVT e suas propriedades. Para isso,
¢é necessario discutir um pouco mais sobre a teoria de perturbagoes lineares no contexto
da relatividade geral. O propésito do método perturbativo é encontrar solugdes novas
a partir de solugoes conhecidas para casos razoavelmente préximos. Consideremos uma
equacao de Einstein cuja solugao gq ¢ conhecida. Caso estejamos interessados em
estudar um caso bastante préximo (por exemplo, um pequena modificagdo d7,, no tensor
energia-momento original), podemos procurar por solugoes proximas da que conhecemos.

Ou seja, queremos solugdes na forma gq, + 09 onde o termo g, seja dominante.

Tomando o caso do universo FLRW plano como solu¢ao conhecida, podemos

escrever uma solugao perturbada como
g(]()(t, f) =—-1+ ho(](t, f)

io(t, T) = a(t)hio(t, 7) (4.24)
9i5(t, T) = a(t)*[0i; + hij(t, 7)),

onde hgo, ho; € h;j sao pequenas perturbacoes da métrica. E possivel realizar uma decom-

posicao das perturbagoes de forma a descoplar seus diferentes modos.

Para isso, comecamos definindo
hoo = —2A.

Em seguida, por tratar-se de um 3-vetor, podemos reescrever hg; usando a decomposicao

de Helmbholtz [17], separando as partes longitudinal e transversal:
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onde B é um escalar espacial e B é um 3—V€tOIE| de divergéncia nula, ou seja,

d'B; = 0. (4.26)

Por fim, podemos usar a decomposicao de Hodge em h;;:
hij = Coij — 0,0;E + 0;V; + 0;V; + hij, (4.27)
onde C' e E sdo escalares espaciais, V' é um 3-vetor de divergéncia nula,
o,V =0, (4.28)
e hg;-T ¢ um tensor espacial simétrico, de divergéncia nula e traco nulo:

O'hi =0,
SRTT _ (4.29)
ij Y-

Com isso, conseguimos separar as partes escalares, vetoriais e tensoriais de cada
componente h,,,. A parte escalar das perturbagoes seriam todos os termos contendo A, B,
C e E, enquanto a parte vetorial corresponde somente aos termos envolvendo B e V¢, e a
parte tensorial consiste apenas de hiTjT. Existe um importante resultado em relatividade
geral, o teorema da decomposi¢ao, que afirma que, em primeira ordem, cada um dos
tipos de perturbacao evolui separadamente dos demais [17]. Por exemplo, caso estejamos
interessados em estudar a evolucao das perturbagoes escalares, nao precisamos saber o que
acontece com as perturbagdes vetoriais nem tensoriais. Além disso, perturbagoes escalares

nao podem dar origem a perturbagoes de outro tipo ao longo de sua evolucao.

O efeito de transformacoes de coordenadas sobre essas perturbacoes deixa essa
independéncia mais evidente. Como estamos lidando com perturbacoes, iremos considerar
apenas transformagoes de coordenadas tais que seu efeito sobre as varidveis originais ainda
seja pequeno o bastante para ser considerado uma perturbagao. Ou seja, queremos ver o

efeito de transformagoes de coordenandas do tipo

t=t =t4((t2);
A A . A . (4.30)
o' =2+ 0E( T) + (¢, T),
onde ¢ e & sdo funcdes no espaco-tempo e a! é um vetor espacial de divergéncia nula, todos
de pequena magnitude. No caso da variacao de z°, apenas aplicamos a decomposicao de
Helmholtz no que seria o dx para que fique evidente mais uma vez a contribuicao escalar e

a vetorial.

L Ao longo dessa subsecdo, subiremos e desceremos indices usando 0;; por estarmos lidando com

perturbacoes no universo FLRW plano
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E possivel mostrar que, sob a transform¢ao descrita acima, as perturbagoes escalares

se transformam da seguinte forma [17]:

Al—)A—atC,
BHB—1C+G/at€,
g (4.31)
Cr—C——(,
a
E— E+E,

e como esperado, os resultados nao produziram nenhum tipo de perturbacao que nao seja

escalar. Para as perturbagoes vetoriais, temos
Vies V- o (4.32)

que é puramente vetorial, notando que o' é a parte puramente vetorial de dx. O caso das

perturbagoes tensoriais é particularmente interessante:
T TT
hi;" > Dy (4.33)

ou seja, h;fro é invariante por transformagoes de coordenadas. Isso significa que as pertur-
bacoes tensoriais sdo grandezas fisicas e ndo existe uma escolha de calibre capaz de fazer
com que surjam ou desaparecam perturbagoes dessa natureza. Ja o efeito dessas mudancas
de coordenada na perturbacao do campo escalar é dada por

_

6D (t, 7) = 00(t,7) -

(t)¢(t, @), (4.34)

mostrando que, como essa perturbacao é relativa ao campo escalar do plano de fundo,
e ja que o campo homogéneo depende da escolha da coordenada temporal, a forma da

perturbacao também vai depender dessa escolha.

Entender como transformagoes de coordenada afetam as perturbagoes nos permite
usar essa liberdade de escolha para simplificar a analise. Um calibre bastante 1til e que
serd usado neste trabalho é o fatiamento plano, que consiste no calibre no qual a parte
espacial da métrica, do ponto de vista das perturbacgoes escalares, pode ser escrita como

Gij = azdij. O elemento de linha pode ser escrito como:
ds® = —[1 + 2A(t, ¥)]dt* — 2a(t)9; Bdtdz’ + a(t)*6;;dz"da? (4.35)

ou seja, trata-se de uma escolha de calibre na qual as perturbagoes escalares C' e E (partes
escalares de h;;) sdo nulas. Para isso, partindo da forma geral dessas perturbacoes, podemos
fazer a mudanca de coordenadas com

c="2c

a
¢=—E.
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Dessa forma, a parcela escalar das perturbagoes é caracterizada somente pelas fungoes A e
B. Como nosso objetivo nesse texto é focar nas perturbagoes escalares, o uso do fatiamento
plano nos permite fazer cdlculos considerando somente a parte homogénea da métrica

induzida, a?d;;.

4.2.3 Decomposicao SVT no espaco de Fourier

Retornemos a discussao para o espago de fase. Feita a expansao em série de Fourier
das perturbagoes (4.21)), é possivel criar uma base ortonormal no espago dos momentos

com 6 elementos formando 3 pares de modos escalares, vetorial e tensorial |10]:

3 /[~ Gii
A _ G A = 3 (hh, — G
zi \/g) 1] 12 J 3 )
AY = kidj + k), AY = — kg + ki), (4.36)
1] \{5( J J ) 1] \{5( yj ]y)
5 o o o o 6 PN PN
Agj) = 75(%,%' + &;35), Agj) = ﬁ(%‘%‘ = 9i0;),

onde k é o unitario da direcdo de k e k, e §j formam um conjunto ortonormal de vetores

unitérios. E facil mostrar que
A (R)AD, () = on,. (4.37)

Os comportamentos escalar, vetorial e tensorial dos termos da base podem nao ser tao
evidentes a principio, mas fica claro quando consideramos, dado um certo E, o grupo de
rotagoes que mantém i fixo, mas alteram 2 e . Sob essas transformacoes, é evidente
que AZ(-JI-) e AZ(-JQ-) nao serao alterados, pois nao dependem nem Z nem de §. Da mesma
forma, podemos ver que Az(g’) e Ag-l) se transformam como vetores, enquanto Ag-’) e AZ(?) se

transformam como (0,2)-tensores.

Podemos entao expandir as perturbagoes 0¢; ](E) e 07t (E) nessa base:

! (4.38)

onde 7,(k) e 7, (k) sdo chamados de modos de (5(jij(l;) e 679 (k), respectivamente. Por
conta da forma como os AZ(]”)(];:) se transformam, chamamos os %(E) e 7, (k) de: modos
escalares para n = 1,2; modos vetoriais para n = 3,4 e; modos tensoriais para n = 5, 6.

Como os AE;L)(E) formam uma base ortonormal, temos que

I

(k) = AL (k)5G35 (E),
(k) = AL (k)07 (k).
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Podemos entao usar (4.20]) para encontrar os colchetes de Poisson entre os modos:

{3 (

— —

), Fm(K)} = AL A {6435 (K), 07" (K)}
= ‘/O(Snmél};’,]g/?

), m(K')} =0,

)77}m(];/)} =0,

!

(4.39)

Com 6 pares de modos 7, (k) e 7,(k) juntamente com o par dg(k) e 5ﬁ¢(E), temos
um total de 14 coordenadas, como no inicio. Os vinculos Hamiltoniano e de difeomorfismo
se estendem para as perturbacgoes, e assim obtemos novas relagoes entre esses modos,
estabelecendo os vinculos entre essas variaveis. Sendo assim, o niimero de graus de liberdade
é 6 (pois temos 4 vinculos) e podemos usar as varidveis livres para estabelecer calibres

conforme desejarmos, desde que as demais restrigoes sejam satisfeitas.

Na descrigao em modos, o fatiamento plano é dado pela seguinte escolha [10]:

M=r=73=7%=0, (4.40)

e como lidaremos apenas com modos escalares de agora em diante, podemos considerar §§
como nulo ao longo de toda a anélise. O fatiamento plano faz uso de toda liberdade de

calibre disponivel.

Agora, usando a decomposicao SVT para isolar as perturbagdes escalares, fazendo
a decomposicao das perturbacoes em seus modos, estabelecendo suas relagoes candnicas e
escolhendo o fatiamento plano como calibre, estamos prontos para expandir a Hamiltoniana
em uma série perturbativa, para que possamos finalmente obter uma descrigdo da dindmica

das perturbagoes (escalares).

4.2.4 Hamiltoniana das perturbacdes cosmoldgicas

Para obter a Hamiltoniana das perturbacoes escalares, comecamos reescrevendo os

vinculos

2K 2V (4.41)

1 N 1
<7T Tij — 5 2> \/_ R+—P2
D OD'D + VaV (®) = 0,

]l
= —2\/_qul (\/_) + P@D b =0 (442)

como séries perturbativas:

(4.43)
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ou seja, o indice (0) indica os termos dos vinculos que sao independentes das perturbagoes,
o indice (1) indica dependéncia linear com relagdo as perturbagoes e o indice (2) sao os
termos de segunda ordem. Para isso, basta substituir em e , usando a
expansao em série de Fourier e a decomposicao SVT quando necessario. Esses calculos,
apesar de bastante diretos, sdo bastante extensos e podem ser vistos em detalhe no

Apéndice [B] Os termos do vinculo S até segunda ordem sao

SO = 1;@ + 213p¢ +a*V(g) (4.44)
S0@) =7 = Tam (7 >+a13p¢6p¢<f> +a*V'(¢)d¢ (4.45)
SO (7) _mr(ll;x) B /437753(5) N 2235103)(5)

+ 86¢< 7)0'00(7 >+5V"<¢>>6¢2 (4.46)

+ g@iajf)_%g(f)&@j@_%g (f),

enquanto os termos do vinculo V; até segunda ordem sao

v = o, (4.47)
W=y _ _ 2 20 (= .
V(%) = \/58 1 (T) — \/;@Wg(a:) + p0idP(Z) (4.48)
VZ) = 8po(2)0:60(D), (4.49)
onde X
() = 17 > Fo(K)eF 2, (4.50)
k

para n = 1,2 corresponde & transformada inversa dos modos escalares de 7% (k). Aqui
vale lembrar que, por conta da escolha de calibre, nao aparecem termos similares para

An(k) em nenhum dos termos das séries acima.

Como pequenas perturbagoes nas variaveis dinamicas implicam na quebra das
simetrias, é necessario estender essas noc¢oes também para a escolha de referencial adotada.
Isso pode ser feito através da fungao lapso e do vetor de shift, escrevendo-os como N+ N (%)
e N' + 0N(¥) respectivamente, onde N e N’ representam os parametros homogéneos,
enquanto os termos com 4 representam suas respectivas perturbagoes (que assim como
no caso das varidveis dinamicas, carregam consigo toda heterogeneidade e anisotropia
desses parametros). Além disso, N* = 0 por isotropia. Usando isso, juntamente com a

expansao (4.43)), em (3.47), podemos escrever a Hamiltoniana total também como uma

2 Por consisténcia, é necessario impor que 7, (k) = 0 para que o calibre se mantenha ao longo de toda

andlise. Essa imposicao, no entanto, ndo interfere na andlise até segunda ordem nas perturbacoes. Em
terceira ordem, essas condigoes de consisténcia impoem novos vinculos envolvendo as perturbacoes do
lapso e do shift [10].
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série perturbativa:

H= / B2[N + SN (@D)][SO + SV (&) + SP(D)] + sN (&) [V (Z) + V()]

(4.51)
=HO 4+ g0 4+ g@ 4 g&
o que define os termos da série como
HO = /d?’xNS(O)
HY = / B[N (D)S© + NSO(Z)]
HE = [ E2INS® (@) + ON(#)S (@) + IN'(@)V" (@) (4.52)

H® = / B[N (7)S?(7) + IN'(7)VD (7).

)

As perturbagoes sao feitas em torno da solugao para o universo FLRW, logo é
natural impor que os resultados encontrados na primeira secao deste capitulo continuem
validos, ja que eles envolvem apenas as variaveis homogéneas, que sao assumidas dominantes.

Sendo assim, S ~ 0 mesmo quando estudamos apenas as perturbacoes.

O préximo passo envolve impor os vinculos de primeira ordem, S =0 e VZ(-U =0,

com o objetivo de escrever as varidveis 7, e m, em termos de d¢ e dpy. Isolando m; em

(4.45)), temos que

o= V3 @(51% + a5V’(¢)(5¢] . (4.53)
KTy La
Usando esse resultado em (4.48)) e isolando 7y, temos que
3[(ps a®V'(¢) Py
== |2 - o — dpg | - 4.54
L 2 K 2 KT, ¢ Kam, Py (4.54)

Outra consequéncia da imposi¢ao desses vinculos é que as Hamiltonianas de ordem zero e
de primeira ordem sejam totalmente vinculadas. Além disso, a Hamiltoniana de segunda

ordem torna-se simplesmente
H® = / BrNS®(7), (4.55)

ou seja, as perturbacoes do lapso e do shift tornam-se relevantes apenas na Hamiltoniana de
terceira ordem, que nao sera estudada neste trabalho. Sendo assim, nos resta substituir as
expressoes encontradas para m; e m, em S(®) para obtermos a Hamiltoniana das perturbacoes

em termos das perturbac¢oes do campo escalar e de seu momento conjugado. Para isso, é

util notar a partir das relagoes (4.53) e (4.54) que

1 V3 3
Ty = 5”% - 77T1p¢5¢ + gpi5¢2,
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0 que permite algumas simplificagoes. Além disso, podemos fazer duas integragoes por

partes para lidar com o termo envolvendo a inversa da Laplaciana 072
/ S azaﬂa— 12(2)9,0;0 27 (Z) / d?’:v—&za 02y () ;0 2my(7)
3/€
= / d3a:—7r§
Por fim, é necessario realizar a transformacao canonica

_ 3p;
Opgy > 0Dy = Opy — a7r¢

0 (4.56)

a

para eliminar um termo envolvendo d¢dpy. Feita essa transformagao, renomeamos dp,,

como dp, novamente e obtemos a finalmente a Hamiltoniana das perturbagoes
2) N 3 1 2 395 1\2 3 2
— 5/d 7 | =50p2 + a*(F00)" + a'UsP? (4.57)

onde

P +§ Py 6py
atr2 2 ab am,

U=-9 V4 V" (4.58)

A partir de (4.57)), podemos usar os colchetes de Poisson

66 = {6¢, H?},
. =10 J (4.59)
py = {0pg, H®},
para obter a equacao de movimento
[0 —U(t)log(t, ) = 0, (4.60)

onde [J é o D’Alambertiano da métrica FLRW. Ou seja, obtemos uma equagao de mo-
vimento linear com relacao a perturbacao do campo escalar. Essa equacao descreve a
dindmica das perturbagoes cosmolégicas, o que pode parecer demasiado simples ja que
a envolve somente a perturbagao do campo escalar. No entanto, essa equacao é
consequéncia de todas as hipdteses que assumimos ao longo do caminho, incluindo os
vinculos de ordem zero e primeira ordem. Os vinculos de primeira ordem estebelecem uma
relacao direta entre a perturbagao do campo escalar e a perturbacdo da métrica (através
dos modos m e m) de forma que uma vez encontradas as perturbagoes d¢, as demais

podem ser obtidas por meios dos vinculos.
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5 Conclusoes

Ao longo dessa dissertacao, vimos em detalhe como estabelecer o formalismo Ha-
miltoniano das perturbacoes cosmolédgicas. Comegamos estudando sistemas Hamiltonianos
vinculados e vimos que, apesar de se tratar de uma generalizacdo, os vinculos surgem
naturamente ao longo da andlise e apés seu tratamento, o método ¢é bastante similar ao

que estamos acostumados.

Em seguida, vimos como a folheacao do espaco-tempo nos permitiu definir um
campo normal n?, que por sua vez nos permitiu definir o campo temporal t*, que esta
intimamente relacionado a escolha de referencial. Essa associacao se da através da funcao
lapso N e do vetor de shift N®. A partir do campo temporal, conseguimos estabelecer uma
noc¢ao bem definida de derivada temporal como a derivada de Lie com relacao a t*. Além
disso, a folheagao nos permite obter a métrica induzida ¢, sobre as folhas espaciais a
partir da métrica do espago-tempo g.,. Com isso, a interpretacao do espago-tempo como a
histéria do espaco se torna bastante palpavel. Ao reescrever a acao de Einstein-Hilbert em
termos dessas variaveis usando as relagoes de curvatura descritas, obtivemos os vinculos
priméarios a partir dos momentos conjugados de N e N® e a partir da Hamiltoniana
“primaria” e das condic¢oes de consisténcia sobre os vinculos primarios, obtivemos entao os
vinculos secunddrios Sg e V& que descrevem totalmente a Hamiltoniana proveniente da
acao de Einstein-Hilbert. Fizemos entao um tratamento semelhante a partir da Lagragiana
de acoplamento minimo Ly, do campo escalar ®(Z), de onde tiramos outros dois vinculos
Sa e VM. Ao escrevermos a Hamiltoniana total (incluindo a influéncia da matéria), vimos
que N e N® atuam como multiplicadores de Lagrange relativos aos vinculos S e V;, o que
reforga o carater arbitrario dessas variaveis, com a ressalva de que o lapso e o shift devem
ser escolhidos de forma que o campo temporal seja tipo tempo. Os vinculos primarios
pn = 0 e p, = 0 também apontam para o fato de que esses multiplicadores ndo devem ter

influéncia sobre a dinamica do espago-tempo.

Ja no Capitulo 4| vimos que o principio cosmolégico impoe duas importantes
simetrias sobre o plano de fundo: a homogeneidade e a isotropia, que sao fortemente
corroboradas pelas medigdes da CMB. Essas simetrias nos permitem interpretar as varidveis
dindmicas correspondentes ao plano de fundo como uma média sobre uma regiao de volume
arbitrariamente grande. A geometria espacial é entdo completamente descrita por uma
unica variavel a, o fator de escala, com momento conjugado p,. Assumindo a partir de
entao que estamos lidando com o universo plano, conseguimos realizar uma transformacao
canonica de ¢;; para a com momento conjugado m,. A forma dos vinculos S e V; fica
bastante simplificada nesse caso, e podemos encontrar as equagoes de movimento a

partir das varidveis a, m, e ¢ e py. A combinacao dessas equacoes resulta nas conhecidas
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equagoes da aceleracao e de Klein-Gordon, mostrando que o formalismo Hamiltoniano da
Relatividade Geral fornece o mesmo conjunto de equagdes da analise tradicional partindo
das equagoes de Einstein, o que era esperado mas reforca o fato de que as duas abordagens

sao equivalentes.

Entao, decompusemos as variaveis dindmicas em uma parcela homogénea predomi-
nante (média) somada de uma pequena perturbagdo que carregaria consigo toda parte
nao-simétrica dessas variaveis. Fizemos entao a expansao em ondas planas das perturbagoes
e obtivemos os colchetes entre os coeficientes das perturbacoes, o que nos permitiu fazer a
analise no espago de momentos k. Discutimos entdo a decomposicao SVT, uma ferramenta
poderosa que nos permite estudar isoladamente os modos escalares, vetoriais ou tensoriais
das perturbagoes. Vimos, pela forma como esses modos se transformam, que é sempre
possivel realizar uma transformacao de coordenadas de tal forma a obter o chamado
fatiamento plano. Essa escolha de calibre simplifica enormemente a andlise, pois faz com
que os modos escalares sejam totalmente caracterizados pelo campo escalar e seu momento
conjugado, nos permitindo usar ¢;; = ad;; ao longo de todos os calculos a partir de entao.
A partir dessas transformacoes também conseguimos constatar que os modos tensoriais sao
invariantes por calibre, ou seja, correspondem a grandezas fisicas (que estao intimamente
relacionadas com ondas gravitacionais). Conscientes da decomposigdo SVT, voltamos ao
espago de momentos, onde mostramos que é possivel decompor os coeficientes 0g;; e §7*
em termos de uma base ortonormal AE?), cujos elementos podem ser divididos em 3 pares:
2 escalares, 2 vetoriais e 2 tensoriais. Com essa decomposicao, fomos capazes de fixar
o calibre de fatiamento plano no espago dos momentos e vimos que essa escolha esgota
completamente a liberdade de calibre do sistema, de forma que os modos escalares sao

completamente descritos por d¢ e dDg-

Focando exclusivamente na parte escalar das perturbagoes, encontramos as séries
perturbativas dos vinculos até segunda ordem. Aqui é um bom momento para apreciar
o quao util foi fazer a expansao em série de Fourier das perturbacoes, pois caso isso
nao tivesse sido feito, encontrar os termos de segunda ordem desses vinculos (como por
exemplo o termo proporcional a 9702wy (Z)9;0;0*ma (L)) teria sido certamente muito
mais trabalhoso. Encontradas as séries perturbativas do vinculos, a série perturbativa da
Hamiltoniana segue naturalmente. Impondo os vinculos de ordem zero (para que a solugao
homogénea continue sendo solugao) e de primeira ordem, conseguimos escrever os modos
escalares do momento conjugado a perturbagao da métrica em termos da perturbacao
do campo escalar e seu momento conjugado, m = 7 (¢, 0ps) € T2 = m2(d¢, Ipy). Feita
essa imposicao, os termos de ordem zero e de primeira ordem da série perturbativa da
Hamiltoniana se anulam, e a dinamica das perturbagoes é entao descrita pela termo de
segunda ordem. Com a férmula da Hamiltoniana de segunda ordem e as relacoes derivadas
ao longo do capitulo, chegamos na equacao de forma razoavelmente simples , que

descreve a evolugao da perturbagao do campo escalar no calibre escolhido.
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Apesar de se tratar de um procedimento extenso, cada etapa do desenvolvimento
até a chegada na equagdo final é bastante direta dado o método descrito no Capitulo [2]
E notével como o uso do formalismo canoénico foi o que tornou o estudo de um assunto
tao complexo em algo intuitivo, ainda que trabalhoso. Para futuros trabalhos, planejamos
adaptar o que foi visto no Capitulo [4] para universos fechados. Dentre as adaptagoes
necessarias, teriamos antes de qualquer coisa a presenca de um termo de curvatura no
vinculo Hamiltoniano. Também nos vinculos, teriamos de tratar das derivadas covariantes
usando simbolos de Christofel. Além disso, terfamos de expandir as perturbagdes em
harmonicos hiperesféricos ao invés de ondas planas e a decomposicao SVT no espacgo de
momentos também nao teria a mesma forma. Obtidas as equagdes de movimento nos dois
casos, podemos usar métodos numéricos para comparar os resultados, principalmente no

que se refere ao regime pré-inflacionario.
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APENDICE A - Equacio de Ricci

Neste apéndice iremos demonstrar a equacao de Ricci. Considere a derivada de Lie

de K,, com relacao a n:

'CnKab = ncchab + Kacvbnc + Kbcvanc'

Do primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos

nV . Kap = nV(Vany + nandvdnb)
= V. Vo + (n°Veng)(n®Vany) + nanVe(nVany).

Definindo a aceleracdo normal como A, := n®Vyn,, tal que A,n® = 0, podemos

reescrever a ultima expressao da seguinte forma:

chcKab = ncvcvanb + AaAb + nancvc(ndvdnb)-

Da definicao de qup = gup + nanp, temos que n,n° = —g,° + ¢,°, 0 que resulta em

nccha,b - ncvcvanb + AaAb + (_gac + Qac)vc(ndvdnb>
= nCVCVan + AaAb — (Vand) (Vdnb) — ndvavdnb + qacvc(ndvdnb)
=nV. Vo + A Ay — (Vand)(Vdnb) — iV Vany + ¢SV Ay,

Analisando o ultimo termo separadamente, temos que

4a“VeAp = 4“9y Ve Ae
= qa“(@° — mpn®)V A,
= "B VeAe — qampnV Ae
= D, Ay — q,“nyn°V _ A..

Como A,n® =0, temos que n°V A, = —A.V.n® de forma que

qaCVCAb = DaAb + qacnbAeVCne
= D Ay + nyAVon® + nonyn®A.NV.n,

e finalmente obtemos para o primeiro termo de £, K,

NV Koy = n(Vo Ve — VoV + Ag Ay + Dy Ay — (Vo) (Vany)
+ npAcVon® + ngnpA.(nV,.n)
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Os demais termos da derivada de Lie sao dados por

K..Vyn© + KpVon® = (Ven.)(Vynt) + nan(Vcnd)(Vand) + Kuo( K — nbndvdnc)
= (Vane)(Ven®) + Koo Kp© — nand(Vdnc)nbneVend.

Varios desses termos presentes na derivada de Lie se cancelam, pois

(Vane)(Vyn®) — (Van®) (Vany) 4 ny(Von®) (nVen,)
= (Von®)(Vyne — Veng + nyntVan,)

= (Van)[g"(Vane — Veng) + mpn?Vane]

= (Van)[a" (Vane — Veng)]

(Vanc)[deQc (Vane — Veng) — dencne(vdne — Veng)]
(Von)[(Kpe — Kep) — nen®Veny)

Ne(Van)nVeny,

=0,

onde em varios momentos usamos n,Vyn® = 0, pois n,n® = —1.

Agrupando os termos restantes, reconhecendo que Rygpqnn? = n(VoVe—V.Ve)ny

e isolando esse termo, chegamos a forma final da equacao de Ricci

Racbdncnd = _EnKab + Kacch + DaAb + AaAb (A].)
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APENDICE B - Calculo das Séries

Perturbativas dos Vinculos

Neste apéndice faremos em detalhe os calculos dos termos das séries perturbativas
dos vinculos S e V; correspondentes as perturbacoes escalares, separando-os ordem a

ordem. Por praticidade, repetiremos aqui as expressoes dos vinculos (3.49)) e (3.50)):

S=%< gL 2>_N\/§(3)R+ L po

Va 2 25 N (B.1)
+ﬁfD@D@+V@4®z0
it
Vi = —2v/qqi; Dy (\/§> + Ps D;® =~ 0, (B2)

O objetivo aqui é reescrever cada um dos vinculos como uma série perturbativa

&@:S@ gw @(7) + ...

Y )+ e (B.3)
V(@) = v <f> (@) +

expandindo-as até segunda ordem. Para isso, escreveremos as variaveis canonicas na forma
(4.4) em (B.1)) e (B.2)) e agruparemos os termos obtidos ordem a ordem. Por simplicidade,
ao longo desse apéndice, iremos omitir a dependéncia em & ao longo de muitas passagens,

mas reforcamos aqui que essa dependéncia se da sempre através das perturbagoes.

Os célculos dos termos envolvendo 67% sdo bastante trabalhosos e por isso cada
etapa sera descrita de forma mais minuciosa. Contudo, alguns termos sao consideravelmente
mais simples. Por exemplo, como estamos estudando o universo plano, o termo proporcional
a @R em (B.1)) é nulo. Além disso, pela escolha de calibre que fizemos, as perturbacdes

escalares da métrica induzida sao nulas. Isso nos permite usar
2
Gij = a”0;

ao longo dos célculos, ja que estaremos lidando somente com perturbacoes escalares. Como

consequéncia disso, temos também que

V= ad’.
Dessa forma, o termo contendo Pp em (B.1)) pode ser escrito como

1 1

2\[ T 2P
1, 1 1,
= gaale T PP T o5 0Ps

(s + 0ps)?
(B.4)
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sendo o primeiro de ordem zero, o segundo de primeira ordem e o terceiro de segunda

ordem. Por isso, eles fazem parte de S0, SV e S@) respectivamente.

Ja o termo de S contendo derivadas de ® é puramente de segunda ordem. Como se
trata de um campo escalar, temos que D;® = 0;® e como ¢ corresponde a parte homogénea

do campo, temos que

\éaDiCDD"cD = a;&-(cb +00)0" (¢ + 00)

CL3

(B.5)

No caso do termo contendo o potencial V(®), podemos fazer sua expansao em série

de Taylor em torno de ® = ¢:
1
V@V (@) = d® [V(¢) + V'(¢)d¢ + 5v”(qs)égb? + .., (B.6)

onde V'(¢) e V"(¢) sao respectivamente a primeira e segunda derivada de V' com relagao

a ¢ avaliadas em ® = ¢.

Por fim, temos os termos contendo o momento 7. Comegamos separando 7 m;;

ordem a ordem e entao calculamos cada um deles separadamente:

7Tij7Tij = (7°Tij + 57Tij)(7orij + 0my;) (B.7)
= 7 + Qﬁijémj + 57Tij577ij' |

Usando (4.8), o primeiro termo fica
° 17,2 ot70lmo o
T = 77" Qlidmg

Ta 2 17 Slm
- (6a) a5 G5
_Ta
36

m2a?

12 -

azéwdij

Para calcular o segundo e o terceiro termo, precisaremos dos modos escalares da perturbagao.
Usando somente os modos escalares de (4.38]), podemos escrever

579 (8) = 7 (B)AZ, () + ) A7 (F) (5.3)

nos calculos que seguem, onde

(B.9)
ij o7 3 fig qv
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Com isso, podemos comegar o cdlculo do termo de primeira ordem em (B.7)) escrevendo a

expansao em ondas planas explicitamente:

o ij _ oij lmo o
™ 57Tij—7T om q1iqm;

— =

Z57Tlm k)e o ] Q1iGmy-

7Ta

6a

Notando que
1] o o 2ojjo o 20
0 QiiGmj = a”q” Qidmj = @ qim,
podemos simplificar a expressao anterior:

an,

6

7?”(577'1']' =

1 ~ij k7
ngdﬂj( Gije : ] :
k

Uma consequéncia interessante da escolha de base que adotamos em é que

podemos escrever ¢;; em termos de AS):
Gij = V3AY).
Usando essa relagao e a ortonormalidade dos elementos da base podemos mostrar que

G077 (k) = V3A [71(R) AZ () + 7o (k) A, (F)]
== \/_ﬁl( )7

o que nos permite chegar na expressao final para o termo de primeira ordem de ([B.7)

g 1 o
701'”(577'1‘]‘ = UTa 72\/37}1(]{7)6““35
6 |V <
B aﬂaﬁ
2\/3 1,
onde
— 1 ~ 7N ikZ
m (%) = VZm(k‘)ek . (B.10)
0 —
k

Um procedimento semelhante pode ser feito para o termo de segunda ordem.

Comecgando pela expansao em série de Fourier, obtemos

(57'('1]571'@']' =

1 ~ T ikZ
V Z:(S’]TU(]C )6 k ]
k/

+E)-T

é Zaﬁ”'(/%’)e &

derw k)07, (K)e'

k&

??‘l
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Novamente, reescrevemos as perturbagdes acima usando ([B.8]) para que possamos expressar

o termo de segunda ordem em termos dos modos escalares:
o7 (k)33 (') = (1 (k) Afy (k) + 72 () Afy) () [ (R AL (F) + (R AL (K]

Assim, obtemos quatro termos envolvendo tanto k quanto K. Mas como AS) = \q/g nao

-,

depende de k, temos que AS)(IZ)AE%)(E’) =1le AS)(IZ)A?Q)(IZ’) = AE?(/{:)AZ(JI)(]?’) =0, o que

implica que

obtemos

- .. n A A 1 A
AP A () = 5 RIS — k]
= Sty - L
2 2

Usando esse resultado na expressao original para o termo de segunda ordem e

separando novamente os somatérios de k e kK’

. 1 Lol e
ST = | — = (k ik - = (k' ik
T om;; 7 ] m1(k)e ] _V()%;Wl( Je ]

11 R o

_ = o (k ik-T - = (K ik
B _V ZE:?TQ( Je | A - o (K')e ]
31 kb [ KK e

R R G ]

LY & i

onde no ultimo termo escrevemos explicitamente o produto dos vetores unitarios como

kiki = ’ZZIZ Usando o fato de que

— 1 ~ N\ kT
aiﬂg(w):VOZkiﬂ'z(k‘)ek s
k

e definindo

0;
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podemos finalmente escrever o termo de segunda ordem como
ij 2 1 o 3000 -2
o 57Tij =T — 571'2 + 58 0 7T28i8j8 79, (Bll)

onde 921y = 0,0 'y
Agrupando os resultados, temos que

2.2
Waa aﬁa

7Tij7TZ'j =
2\/_

Para finalizar o calculo de S, nos resta avaliar o termo contendo o trago do momento.

1 .
“nd 4 ;alaﬂa—%gaiaja—% (B.12)

7Tl+7rf—2

Primeiramente, calculamos o trago:

) 1
T = g™ J
= Cjij(ff” ‘l‘ (577'”)

= (5”6—(517—1-*2%5% (k)e®e

Usando esse resultado, obtemos que

1 ) 1 2 2
5™ =311 R Y 3}
1 V3 3
= g a’rl + 7a7ra7r1 + 2%%
Por fim, podemos somar (B.12) a esse resultado para obter o termo que falta em S:
2K 1 K
< ij o2y v 2
NG (7T Mg = 5T ) 2™
K
- W’ffaﬂ'l (B13)
2 2
3k . .
ST g 902 ,0,0,0 .
a a a

Agrupando ordem a ordem os termos encontrados, conseguimos enfim encontrar os termos

da série perturbativa de S até segunda ordem:

SO = —&ﬂ' + 2(113193) + @’V (¢) (B.14)
S(E) =~ mm () + + 5pebpal®) +aV(6) (B.15)
2(7 2(7
SO)(7) = _mwégx) B :‘iﬂ';zgx) Py 35%(5)
+ 2 006(2)780(@) + LV (0) (B.16)

galafa- 219(%)0;0;0 1y (%)
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O procedimento para o vinculo de difeomorfismo é idéntico. Com base em argu-
mentos apresentados ao longo do célculo anterior, a expressao para V; pode ser reescrita

da seguinte forma:
it
Vi = —2/qq;; D <\/§> + Pp D;®
= —2G;;06m" + py0i6p + SpyDid .

Precisamos agora avaliar o primeiro termo, que contém derivadas da perturbacao do
momento 7. Usando mais uma vez a expansao em ondas planas e a decomposicao nos

modos escalares, obtemos a expressao

gl 1 ~ il (TN ik T
00!t = 0, [VO%:(SW (ke }
=4 {vl >l (R)AG () + 7a(R) Aty (F)]e } .

Avaliando a primeira derivada, temos que

[ Zm . ek

Avliando a segunda derivada, temos que

Z] N ikd 3 _1 2175 ‘j‘jl ~ TN ikT
Zm k)AL, (F)e ]: 2_V2k5<kk7—3>7r2(k:)e ]
_ 2 éo ] (kkl:mkj—l;]) frz(l%’)el“]
_ 2 vlo ;z (k;f - g) ﬁg(lZ)eZEf]
= ;o

Substituindo esses resultados em V;, encontramos

V(%) = _jg i1 (T) — 2\/251'7@(@ + pp0i0)(T) + 0py (L) 00 (L), (B.17)
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de onde tiramos os termos da série perturbativa de V;:

vi¥ = o; (B.18)
) = —jgam (7) — zﬁam(f) + pedidd(T) (B.19)

V(@) = bpy(7)0:06/(7). (B.20)

8

Vi
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