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Resumo
Nesta dissertação, discutimos o formalismo canônico que descreve a evolução das pertur-
bações cosmológicas. Começamos apresentando os métodos relacionados ao formalismo
Hamiltoniano envolvendo vínculos, mostrando qual a origem desses vínculos e como sua
presença afeta a análise canônica.

Em seguida, apresentamos o formalismo ADM, que é a descrição das equações de Einstein
na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado, feita através da folheação do espaço-
tempo em folhas espaciais. Mostramos como essa folheação induz uma métrica sobre as
folhas espaciais, define o campo temporal e por consequência define também a noção de
derivada temporal. A partir disso, estabelecemos a forma da Hamiltoniana da Relatividade
Geral.

Por fim, aplicamos o formalismo ADM ao contexto da cosmologia inflacionária. Considera-
mos um modelo cosmológico com conteúdo de matéria dado por um campo escalar com
potencial arbitrário. Mostramos como as simetrias associadas ao princípio cosmológico
simplificam o problema para as variáveis relativas ao plano de fundo (background), sobre
as quais desenvolvemos a teoria de perturbações lineares para obter a Hamiltoniana que
descreve a dinâmica dessas perturbações, chegando nos vínculos e na equação que descreve
a evolução dessas perturbações.

Palavras-chave: Cosmologia, Teoria Inflacionária, Perturbações Cosmológicas, Forma-
lismo Hamiltoniano.





Abstract
In this dissertation, we discuss the canonical formalism that describes the evolution of
cosmological perturbations. We start by presenting the methods associated with the
Hamiltonian formalism for constrained systems, then describe the origin of the constraints
and discuss their origin and how they affect the canonical analysis.

After that, we present the ADM formulation, which describes Einstein’s equations as a
constrained Hamiltonian system by foliating spacetime into spatial sheets. We show that
this foliation induces a metric over the spatial sheets, defines the temporal field and, as a
direct consequence, also defines the notion of time derivative. From this, we establish the
Hamiltonian formalism of General Relativity.

Finally, we apply the ADM formalism to the context of inflationary cosmology. We consider
a cosmological model for a universe filled with a scalar field with a generic potential. We
show how the symmetries associated with the cosmological principle simplify the problem
for the background variables, over which we develop the linear perturbation theory to
obtain the Hamiltonian that describes the dynamics of said perturbations, establishing
the constrains of the system and the equations of motion that describe the evolution of
the perturbations.

Keywords: Cosmology, Inflationary Theory, Cosmological Perturbations, Hamiltonian
Formalism.
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1 Introdução

A teoria da Relatividade Geral de Einstein nos permitiu, de forma inédita, de-
senvolver teorias testáveis sobre a evolução do universo. Desde então, diversas tentativas
foram feitas para se obter um modelo teórico capaz de descrever o universo em larga escala.
Dentre as consequências importantes da aplicação da teoria da Relatividade Geral nessa
escala está o fato de que um Universo estático é instável, o que implica que vivemos em um
universo dinâmico. Por isso, tais modelos teóricos contêm inevitavelmente uma descrição
da dinâmica do universo. Um dos exemplos mais conhecidos foi proposto por Friedmann,
que partiu da hipótese de um universo homogêneo e isotrópico, o que tornou possível
encontrar uma solução analítica para as equações de Einstein em escala cosmológica [1].

Apesar de considerável avanço no campo teórico da cosmologia moderna, dados
observacionais eram inicialmente bastante escassos, o que tornava difícil a checagem dos
modelos que surgiam. Um dos primeiros grandes avanços no campo observacional se deu
quando Hubble constatou, através da medição do desvio para o vermelho e distância de
corpos celestes distantes, que o universo estava se expandindo [2]. Outra descoberta parti-
cularmente importante foi a da Radiação Cósmica de Fundo (CMB), uma distribuição de
radiação eletromagnética com espectro de corpo negro que pode ser detectada em qualquer
direção da esfera celeste [3]. Tal descoberta tornou a ideia de um universo homogêneo
e isotrópico mais atraente, além de ser uma importante confirmação de uma previsão
teórica do modelo do Big Bang [4]. Um terceiro dado observacional, no entanto, levantou
outras questões sobre esse modelo: através da observação de Supernovas do tipo Ia [5], foi
constatado que o universo estava se expandindo de forma acelerada, o que foi surpreendente
pois acreditava-se que essa expansão deveria acontecer de maneira desacelerada devido ao
caráter atrativo da interação gravitacional. Era então necessário que houvesse alguma fonte
de pressão negativa, capaz de superar essa atração gravitacional exercida pela matéria
conhecida. Essa ideia resgatou o conceito de uma constante cosmológica Λ, pois de acordo
com o estudo feito por de Sitter [6], sabia-se que um universo em que apenas a constante
cosmológica estivesse presente apresentaria um quadro de expansão contínua e acelerada.
Essa fonte de pressão negativa recebeu então o nome de energia escura e assim foi criado
o modelo cosmológico mais popular até hoje, conhecido como ΛCDM ou modelo padrão.
Havia ainda um outro problema: a radiação proveniente de regiões que nunca tiveram
conexão causal estavam em equilíbrio térmico. Para sanar essa contradição, foi proposto
o cenário inflacionário, que se trata de um período no universo primordial no qual sua
expansão seria acelerada, resultando num crescimento exponencial que justificaria tal
equilíbrio térmico [7]. As causas da inflação e do seu período finito de duração ainda são
desconhecidas.
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Nas últimas duas décadas, o campo da cosmologia deu um grande salto. Isso
se deve em boa parte ao enorme sucesso de missões espaciais de coleta de dados. Em
particular, a missão Planck [8], conduzida entre os anos de 2009 e 2013, realizou as medições
mais precisas da Radiação Cósmica de Fundo que se tem até o presente momento. Esses
novos dados observacionais permitiram como nunca antes na história da cosmologia a
verificação da consistência de modelos teóricos por meio de dados observacionais, fazendo
com que vários modelos fossem descartados. O caso do modelo padrão é particularmente
interessante, pois ao compararmos as previsões teóricas para a Radiação Cósmica de Fundo
com os dados coletados pelo Planck é possível notar que a compatibilidade entre os dois é
formidável [8]. Contudo, estudos recentes vêm mostrando que existem inconsistências entre
o modelo padrão e os dados do Planck que não podem ser simplesmente ignoradas [9]. Essas
inconsistências motivaram diversos estudos sobre possíveis adaptações no modelo padrão
de forma a atenuá-las, bem como outros que visam resolvê-las através da formulação de
uma nova física. Sendo assim, para entender o que vem acontecendo no atual cenário da
cosmologia, é necessário primeiramente entender o que são essas medições e como obter
essas grandezas a partir de um modelo teórico. A base dessa análise está nas chamadas
perturbações cosmológicas, a partir das quais é possível obter os espectros de potência
usados na comparação de resultados teóricos com dados observacionais.

Existem diferentes formas de abordar as perturbações cosmológicas. Neste trabalho,
fazemos uma revisão minuciosa de como obter a dinâmica dessas perturbações através do
formalismo canônico da teoria de Einstein [10]. O apelo do formalismo Hamiltoniano é
evidente, afinal o material referente a esse método de análise é extenso e rico, além de
nos fornecer um olhar totalmente novo às equações de Einstein, permitindo-nos estudar
a dinâmica do universo de forma mais familiar e elegante. Além disso, para descrever
o universo primordial é preciso quantizar as perturbações cosmológicas, o que pode ser
feito aplicando a quantização canônica ao formalismo Hamiltoniano clássico. Ao fazer esse
estudo detalhadamente até chegar na dinâmica canônica das perturbações cosmológicas
em um modelo inflacionário bastante consolidado, podemos então analisar as alterações
de interesse a partir desse modelo. Por exemplo, podemos fazer alterações na ação de
Einstein-Hilbert para obter uma nova dinâmica, pois os passos que se seguem a partir
dessa nova ação serão os mesmos dos que foram feitos a partir da ação original. Outro
exemplo seria adequar os métodos empregados ao universo plano a universos fechados.

O presente trabalho será organizado da seguinte forma: no Capítulo 2 fazemos uma
revisão geral do formalismo Hamiltoniano envolvendo vínculos. Começamos estudando
sistemas de partículas, revisando tanto a cinemática quanto a dinâmica desses sistemas,
apresentando a origem dos vínculos e seu efeito na análise. Em seguida, adequamos essas
noções para o contexto de campos clássicos.

No Capítulo 3, fazemos uso dessas ferramentas para descrever as equações de
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Einstein na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado. Fazemos isso através da folheação
do espaço-tempo, que induz uma métrica sobre cada uma das folhas espaciais a partir
da métrica espaço-temporal. Usando a métrica induzida como variável dinâmica e por
meio de algumas relações de curvatura, descrevemos então a ação de Einstein-Hilbert em
termos das variáveis desejadas, a partir da qual obtemos a Hamiltoniana da Relatividade
Geral e seus respectivos vínculos.

No Capítulo 4, discutimos as simetrias características do universo FLRW plano,
mostrando seu efeito sobre a Hamiltoniana da Relatividade Geral. A partir dessa Hamilto-
niana, fazemos a análise dinâmica das variáveis de plano de fundo, obtendo suas equações
de movimento. Fazemos então a expansão em série perturbativa em primeira ordem nas
variáveis dinâmicas, a partir da qual obtemos também a série perturbativa dos vínculos e
da Hamiltoniana. Finalmente, impondo as devidas condições de consistência, obtemos a
Hamiltoniana das pertubações lineares bem como suas respectivas equações de movimento.
Por fim, no Capítulo 5, apresentamos nossas conclusões e perspectivas.
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2 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

As equações de Einstein formam um sistema de equações não-lineares de segunda
ordem. No entanto, parte dessas equações é de primeira ordem e pode ser vista como
condições sobre as demais. Isso nos permite descrevê-las como um sistema Hamiltoniano
vinculado, tomando como ponto de partida a ação de Einstein-Hilbert. Para auxiliar na
compreensão dessa abordagem, conhecida como Formalismo ADM (em homenagem a
Arnowitt, Deser e Misner), faremos neste capítulo uma discussão a respeito da formulação
canônica envolvendo vínculos. Para isso, faremos uma recapitulação sobre o formalismo
Hamiltoniano de partículas, introduzindo o conceito de vínculos e mostrando o efeito
desses vínculos na análise. Feito isso, mostraremos como essas ideias podem ser adequadas
quando lidamos com campos ao invés de partículas, permitindo-nos aplicar os métodos
discutidos no contexto específico da relatividade geral.

2.1 Sistemas Dinâmicos de Partículas

2.1.1 Cinemática e Dinâmica Lagrangiana

Para começar, precisamos de uma maneira de descrever a evolução de sistemas.
Para isso, usamos o conjunto de funções {qi}, qi : I → R, I ⊂ R, 1 ≤ i ≤ N , chamadas
de coordenadas generalizadas. Essas coordenadas são escolhidas de tal forma que
quaisquer vínculos holônomos sejam trivialmente satisfeitos, ou seja, relações da forma

f(q1(t), ..., qN(t)) = 0 (2.1)

sejam triviais para todo t ∈ I. Fazemos isso para que possamos trabalhar com o menor
número de coordenadas possível, afinal caso houvesse algum vínculo holônomo que não fosse
trivialmente satisfeito, pelo teorema da função implícita, poderíamos descrever localmente
uma coordenada em termos das demais. Sendo assim, N é o menor número de coordenadas
necessárias para descrever completamente a evolução do sistema em questão (sem levar
em conta as restrições impostas pela dinâmica) e recebe o nome de número de graus
de liberdade do sistema. O espaço gerado pelas coordenadas generalizadas é chamado
espaço de configuração do sistema e será denotado por Q.

Um sistema pode sair de uma configuração inicial qo = (q1
o , ..., q

N
o ) para uma uma

configuração final qf = (q1
f , ..., q

N
f ) de diversas formas diferentes. Em mecânica clássica,

assume-se que essa transição ocorra de forma contínua e diferenciável. Isso significa que
q̇i := ∂qi/∂t é bem definida durante toda transição. Dessa forma, a evolução do sistema
descreve uma curva diferenciável em Q. Para selecionar qual curva representará a evolução
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do sistema, é necessário definir a dinâmica, ou seja, as causas do movimento. A dinâmica
que rege o sistema é definida a partir da Lagrangiana L : TQ→ R, sendo TQ o fibrado
tangente do espaço de configuração.

Dado um intervalo I = [to, tf ], a configuração inicial do sistema qo e a configuração
final qf , selecionaremos as curvas que descrevem movimentos permitidos (ou físicos) de
acordo com o princípio da ação mínima. Definindo a ação como:

S =
∫ tf

to
L(q(t), q̇(t))dt, (2.2)

iremos escolher a curva que começa em qo, termina em qf e que mantém a ação estacionária,
ou seja

δS = 0,

sob variações δqi em torno de qi, com a condição de que δqi(to) = δqi(tf ) = 0. Em outras
palavras, queremos curvas cuja ação S, dada pela Lagrangiana L, não varie para pequenas
mudanças na curva.

As condições necessárias para se obter uma ação estacionária são dadas pelas
equações de Euler-Lagrange:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, ..., N, (2.3)

que podem ser reescritas em termos da aceleração generalizada na forma

q̈i
∂2L

∂q̇i∂q̇j
= ∂L

∂qj
− q̇i ∂2L

∂qi∂q̇j
. (2.4)

Trata-se então de um sistema de N equações diferenciais de segunda ordem em q. Nota-se
a partir da equação acima que q̈ é determinado de forma unívoca a partir de q e q̇ se, e
somente se, a matriz ∂2L/∂q̇i∂q̇j for inversível, ou seja, se o determinante

det
(

∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
(2.5)

for diferente de zero. Caso o determinante seja nulo, isso implica em relações entre
componentes da aceleração, tornando o sistema indeterminado. Em outras palavras,
teremos parâmetros livres nas soluções dessas equações.

A forma da matriz ∂2L/∂q̇i∂q̇j sugere a definição do momento canônico pi:

pi := ∂L

∂q̇i
, (2.6)

pois assim, a matriz Hessiana acima pode ser reescrita como

∂2L

∂q̇i∂q̇j
= ∂pi
∂q̇j

, (2.7)
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e podemos interpretá-la como a matriz Jacobiana correspondente à mudança de coordenada
q̇i 7→ pi. Dessa forma, caso o determinante da matriz Jacobiana da transformação seja
diferente de zero, teremos N variáveis pi linearmente independentes. No entanto, caso
esse determinante seja nulo, teremos vínculos entre os momentos pi dados pela própria
definição (2.6).

Ao efetuar essa transformação, podemos descrever a evolução do sistema através
das coordenadas (q, p), onde p = (pi, ..., pN), no lugar de (q, q̇). O espaço Γ descrito pelas
coordenadas (q, p) é chamado de espaço de fase. A partir da definição de pi e dado o
posto NJ da matrix Jacobiana ∂pi/∂q̇j, teremos um conjunto de M := N −NJ relações

Ck(q, p) = 0, k = 1, ...,M, (2.8)

que estabelecem os chamados vínculos primários no espaço de fase. Assumiremos que
posto da matrix ∂pi/∂q̇

j é constante no fibrado tangente do espaço de configurações
ao longo de todo o trabalho. Bem como os vínculos holônomos usados na definição das
coordenadas generalizadas qi, esses vínculos primários limitam o acesso do sistema no
espaço de fase. Chamamos a região do espaço de fase delimitada pelos vínculos (ou seja,
a região de Γ que satisfaz Ck(q, p) = 0) de superfície de vínculo C, cuja dimensão é
2N −M .

Um exemplo bastante simples de um vínculo primário pode ser visto para o caso
em que a Lagragiana não depende explicitamente de uma das coordenadas da velocidade
generalizada. Suponha que q̇1 não apareça explicitamente na fórmula de L. Sendo assim,
temos que p1 = ∂L/∂q̇1 = 0, o que estabelece um vínculo primário no espaço de fase:
C1(q, p) = p1 = 0. Isso significa que qualquer que seja a evolução do sistema, ela estará
restrita a uma superfície C em que todos os pontos tem coordenadas que satisfazem p1 = 0
em Γ.

Como podemos observar em (2.6), esses vínculos têm relação direta com L, o que
significa que os vínculos surgem da dinâmica imposta através de L sobre o sistema. Apesar
dessa definição ter relação direta com as equações de movimento, a transformação de
coordenadas nos permite estabelecer os vínculos Ck(q, p) antes de solucionar as equações
de movimento. Essa é uma forma interessante de inserir as restrições provenientes da
dinâmica na descrição da evolução do sistema, pois essas relações surgem de maneira
natural a partir de uma simples transformação de coordenadas.

A partir dos vínculos primários Ck(q, p) = 0, é possível obter relações similares, por
exemplo, C2

k(q, p) = 0 ou
√
Ck(q, p) = 0. No entanto, é necessário impor condições sobre

a forma desses vínculos antes de prosseguir para o formalismo Hamiltoniano, chamadas
condições de regularidade. Existem diferentes maneiras de formular essas condições,
uma delas sendo a seguinte: dado z = (q, p), os vínculos primários Ck = 0 devem ser tais que
a matriz Jacobiana ∂Ck/∂zn tem posto constanteM ao longo de toda superfície de vínculos
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C, de forma que localmente os M vínculos podem ser vistos como independentes. Caso os
vínculos primários satisfaçam essas condições, os dois teoremas a seguir, extremamente
úteis na descrição do formalismo Hamiltoniano com vínculos, são válidos [11]:

Teorema 1. Se uma função (suave) G(q, p) no espaço de fase se anula na superfície de
vínculo C, então G = gkCk para algum conjunto de funções gk.

Teorema 2. Se λiδqi+µiδpi = 0 para variações arbitrárias δqi e δpi tangentes à superfície
de vínculos C, então

λi = fk
∂Ck
∂qi

,

µi = fk
∂Ck
∂pi

,

em C, para algum conjunto de funções fk.

Com o auxílio dos teoremas (1) e (2), é possível estabelecer a dinâmica Hamiltoniana
com vínculos de forma rigorosa e relativamente simples.

Aqui vale a introdução de um conceito bastante útil: a igualdade fraca (≈).
Trata-se de uma igualdade verdadeira em C. Vale ressaltar que a igualdade pode ser
verdadeira em outras regiões, possivelmente em todo o espaço de fase. Nesse caso, dizemos
que trata-se de uma igualdade forte (=). Por exemplo, podemos dizer que

Ck(q, p) sin q1 ≈ Ck(q, p)eq
1
,

pois na superfície de vínculos, Ck = 0 e a igualdade é válida, o que não é verdade em
nenhum ponto fora dessa região. Como toda dinâmica de interesse ocorre sobre a superfície
de vínculos, já que os vínculos primários surgem naturalmente da própria definição do
momento canônico, é importante levar em conta relações dessa natureza.

2.1.2 Formulação Hamiltoniana

Para estabelecer as equações de movimento em termos das variáveis do espaço de
fase Γ, é necessário aplicar uma transformação de Legendre sobre a Lagrangiana, obtendo
assim a Hamiltoniana

H(q, p) = piq̇
i − L(q, q̇), (2.9)

que se trata da descrição da dinâmica no espaço de fase. É possível notar que a Hamiltoniana
depende somente das variáveis p e q ao analisarmos sua variação:

δH = δq̇ipi + q̇iδpi − δL = piδq̇
i + q̇iδpi −

∂L

∂qi
δqi − ∂L

∂q̇i
δq̇i.

Usando a definição do momento canônico, pi = ∂L/∂q̇i, o primeiro e o último termo
da expressão acima se cancelam, resultando em

δH = q̇iδpi −
∂L

∂qi
δqi, (2.10)
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mostrando que a Hamiltoniana depende somente das variáveis do espaço de fase (q, p). Em
outras palavras, qualquer dependência que Hamiltoniana tenha com relação à velocidade
generalizada q̇i se dá através da variável pi.

No entanto, devido aos vínculos primários estabelecidos quando passamos para
o espaço de fase, as variações δpi não são independentes. Afinal, os vínculos primários
impõem restrições sobre pi que também devem ser obedecidas para suas variações.

Podemos concluir então que a Hamiltoniana é bem definida apenas sobre a superfície
de vínculos C e pode ser estendida arbitrariamente para além dessa região.

Sabendo que a Hamiltoniana é função das variáveis do espaço de fase, sua variação
pode ser escrita como

δH = ∂H

∂qi
δqi + ∂H

∂pi
δpi.

Usando a equação (2.10), temos

∂H

∂qi
δqi + ∂H

∂pi
δpi = q̇iδpi −

∂L

∂qi
δqi,

⇒
(
∂H

∂qi
+ ∂L

∂qi

)
δqi +

(
∂H

∂pi
− q̇i

)
δpi = 0,

e, a partir do teorema (2), concluímos que

∂H

∂qi
+ ∂L

∂qi
= fk

∂Ck
∂qi

,

∂H

∂pi
− q̇i = fk

∂Ck
∂pi

.

Ou seja,

q̇i = ∂H

∂pi
− fk ∂Ck

∂pi
, (2.11)

∂L

∂qi
= −∂H

∂qi
+ fk

∂Ck
∂qi

, (2.12)

Vale notar que, dados os momentos canônicos pi e os fatores fk, a equação (2.11)
oferece uma forma de encontrar as velocidades generalizadas q̇i. É possível, então, es-
tabelecer a curva no espaço de configurações Q correspondente à evolução do sistema.
Apesar dessa imagem ter maior apelo intuitivo, tal retorno ao espaço de configurações não
se faz necessário, já que um tratamento puramente Hamiltoniano oferece uma descrição
cinemática no próprio espaço de fase.

Dessa forma, podemos lidar com as equações de movimento (2.11) e (2.12), que já
incluem os vínculos dinâmicos de forma explícita.
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Usando as equações (2.3), podemos reescrever o conjunto de equações de movimento
como

q̇i = ∂H

∂pi
− fk ∂Ck

∂pi
, (2.13)

ṗi = −∂H
∂qi

+ fk
∂Ck
∂qi

. (2.14)

No entanto,

fk
∂Ck
∂pi

= ∂(fkCk)
∂pi

− ∂fk

∂pi
Ck ≈

∂(fkCk)
∂pi

,

fk
∂Ck
∂qi

= ∂(fkCk)
∂qi

− ∂fk

∂qi
Ck ≈

∂(fkCk)
∂qi

,

de forma que

q̇i ≈ ∂(H − fkCk)
∂pi

,

ṗi ≈ −
∂(H − fkCk)

∂qi
.

Finalmente, definindo a Hamiltoniana total Htotal := H − fkCk, as equações de
movimento podem ser escritas de maneira mais familiar:

q̇i ≈ ∂Htotal

∂pi
, (2.15)

ṗi ≈ −
∂Htotal

∂qi
. (2.16)

Cabe aqui a introdução de uma ferramenta matemática bastante prática para esse
tipo de análise: o colchete de Poisson. Dadas duas funções f e g definidas no espaço de
fase, o colchete de Poisson entre elas é dado por

{f(q, p), g(q, p)} :=
N∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
. (2.17)

Para funções f , g e h, e a ∈ R, é fácil verificar que o colchete de Poisson satisfaz
as seguintes propriedades:

• bilinearidade:
{af + h, g} = a{f, g}+ {h, g}

, e o mesmo vale para a segunda entrada;

• antissimetria:
{g, f} = −{f, g};
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• regra de Leibniz:
{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h};

• identidade de Jacobi:

{f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0.

Podemos então reescrever as equações (2.15) e (2.16) usando os colchetes de Poisson:

q̇i ≈ {qi, Htotal}, (2.18)
ṗi ≈ {pi, Htotal}. (2.19)

De fato, para qualquer função F (q, p), temos que:

Ḟ = ∂F

∂t
=

N∑
i=1

(
∂F

∂qi
q̇i + ∂F

∂pi
ṗi

)

≈
N∑
i=1

(
∂F

∂qi
∂Htotal

∂pi
− ∂F

∂pi

∂Htotal

∂qi

)
= {F,Htotal},

ou seja,

Ḟ ≈ {F,Htotal}. (2.20)

É importante ressaltar que, pelo fato dos vínculos primários serem originados
diretamente da definição dos momentos canônicos, eles precisam ser verdadeiros durante
toda evolução do sistema. Isso significa que o diagrama de fase correspondente à evolução
do sistema deve estar contido na superfície de vínculos C. Essas são as chamadas condições
de consistência. Podemos expressar essas condições como

0 = Ċk ≈ {Ck, Htotal}. (2.21)

As condições de consistência podem adicionar novos vínculos à evolução do sistema,
chamados de vínculos secundários. Como esses vínculos são necessários para satisfazer
as condições de consistência dos vínculos primários, eles também devem satisfazer as
condições de consistência, o que, por sua vez, pode acarretar em uma terceira geração
de vínculos. Esse processo segue até que nenhum vínculo novo seja gerado. Uma vez
estabelecidos todos os vínculos necessários, não há nenhuma razão para separar vínculos
primários de secundários, o que nos permite rotular os novos vínculos da mesma forma
que os vínculos primários, apenas estendendo o alcance do índice k para que comporte os
vínculos das gerações posteriores. O surgimento de novos vínculos, claro, implica numa
redução do número de graus de liberdade do sistema, então nenhuma consistência com a
análise feita para vínculos primários é perdida.
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Escrevendo explicitamente a Hamiltoniana total Htotal, a equação (2.21) fica da
forma

{Ck, Htotal} = {Ck, H − fmCm}
= {Ck, H} − {Ck, fmCm}
= {Ck, H} − fm{Ck, Cm} − {Ck, fm}Cm
≈ {Ck, H} − fm{Ck, Cm}.

A expressão acima induz à introdução de um novo conceito. Dizemos que uma
função F é de primeira classe se seu colchete de Poisson com qualquer vínculo Ck é
fracamente nulo, [11]

{F,Ck} ≈ 0, (2.22)

o que também pode ser escrito como

{F,Ck} = αmk Cm,

para um conjunto de coeficientes αmk . Uma função do espaço de fase que não é de primeira
classe é dita de segunda classe.

Dessa forma, se o vínculo Ck da equação (2.21) for de primeira classe, a expressão
se reduz à

0 = Ċk ≈ {Ck, H}

De fato, para qualquer função F de primeira classe, temos que

Ḟ ≈ {F,Htotal} ≈ {F,H}.

Além disso, o colchete de Poisson entre funções de primeira classe é uma função de
primeira classe [11]. Sejam F e G funções de primeira classe. Pelo teorema (1), podemos
escrever

{F,Ck} = fmk Cm,

{G,Ck} = gmk Cm,

e, usando a identidade de Jacobi, obtemos

{{F,G}, Ck} = {F, {G,Ck}} − {G, {F,Ck}}
= {F, gmk Cm} − {G, fnkCn}
= gmk {F,Cm}+ {F, gmk }Cm − fnk {G,Cn} − {G, fnk }Cn
= gmk f

n
mCn + {F, gmk }Cm − fnk gmn Cm − {G, fnk }Cn ≈ 0.
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Considerando o caso em que todos os vínculos são de primeira classe, dada uma
variável dinâmica F qualquer, podemos definir a seguinte transformação:

F (q, p) 7→ F (q, p) + {F, εCk}, (2.23)

conhecida como transformação de calibre, onde ε é um parâmetro de controle arbitra-
riamente pequeno. Devido às condições de consistência, transformações de calibre não
alteram a hamiltoniana

H(q, p) 7→ H(q, p) + {H, εCk} ≈ H,

e o mesmo vale para vínculos de primeira classe. Ou seja, transformações de calibre levam
soluções das equações de movimento e dos vínculos em novas soluções. Por conta disso, os
vínculos são ditos geradores de transformações de calibre e consideramos que soluções que
estejam relacionadas por transformações de calibre sejam tratadas como a mesma solução.

É importante ressaltar que existem métodos rigorosos para lidar com os vínculos
de segunda classe, de forma que eles são completamente eliminados do tratamento di-
nâmico do problema. Um exemplo comum na literatura é o colchete de Dirac [12]. Não
nos aprofundaremos aqui na discussão desses métodos. No presente trabalho, lidaremos
exclusivamente com vínculos de primeira classe, pois assim podemos separar as grandezas
físicas da parte de calibre através de uma transformação na qual os vínculos fazem o papel
de momento canônico, como demonstrado em [13].

Essa liberdade de calibre pode ser explorada de forma a facilitar os cálculos ao
solucionarmos as equações de movimento. Em relatividade geral, essas transformações
estão diretamente associadas à uma escolha de referencial. Por esse motivo, grandezas
físicas devem ser invariantes por transformações de calibre, como é o caso da Hamiltoniana.

2.2 Teoria Clássica de Campos
Até agora, as coordenadas do espaço de fase qi(t) e pi(t) foram tratadas de forma

que i ∈ N. No entanto, o propósito deste trabalho é discutir a evolução de campos
tensoriais relacionados à geometria do espaço e à distribuição de massa no espaço. Por isso,
precisamos adaptar o que foi visto na seção anterior para o contexto em que o número de
graus de liberdade não é mais finito ou enumerável.

O foco dessa seção não é fazer uma revisão completa sobre teoria clássica de
campos, mas sim mostrar quais são as adaptações necessárias no formalismo discutido
anteriormente no contexto de campos clássicos.

Um campo tensorial clássico é um mapa que associa cada ponto do espaço-tempo
a um tensor. Um campo escalar real φ, por exemplo, associa cada ponto do espaço-tempo
x um valor real, ou seja, φ(x) ∈ R. Por isso não é possível relacionar todos os valores que
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descrevem φ num determinado instante de tempo a uma lista de números, como era o caso
das coordenadas generalizadas qi. Daí vem a interpretação de que um campo possui um
número de graus de liberdade infinito não-enumerável.

É necessário então introduzir conceitos análogos aos que foram usados na seção
anterior adaptados para o contexto de campos. O primeiro passo para essa abordagem
é introduzir a ideia de funcional. Seja Γ um espaço de funções (como por exemplo o
conjunto de todos os campos escalares definidos sobre uma variedade), um funcional (real)
F em Γ é um mapa da forma

F : Γ→ R

φ 7→ F [φ],

ou seja, é mapa que relaciona funções φ ∈ Γ a números reais.

Dada uma função φ e uma uma variação φ + εδφ (com ε ∈ R e de forma que
φ+ εδφ ∈ Γ), caso o limite

δF = lim
ε→0

F [φ+ εδφ]− F [φ]
ε

(2.24)

exista para qualquer δφ, dizemos que F possui derivada funcional em φ, denotada por
δF/δφ(x) e definada a partir da relação

δF [φ] =
∫
dx
δF [φ]
δφ(x)δφ(x),

δF [φ]
δφ

δφ =
∫
dx
δF [φ]
δφ(x)δφ(x).

(2.25)

A expressão acima é análoga à noção de derivada direcional encontrada em cálculo
de várias variáveis

~∇f(p) · ~v =
∑
i

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p
vi,

ou seja, δφ, assim como ~v, nos dá uma direção ao longo da qual avaliamos a variação do
funcional F . Como δφ descreve a variação de φ em cada ponto do espaço, temos uma
integral em x fazendo o papel do somatório em i. Por fim, a derivada funcional de F tem
papel análogo à derivada parcial de f , e contém informação de como F varia ao longo das
infinitas direções de Γ.

A derivada funcional contém todas as propriedades características de diferenciação,
ou seja, é linear e obedece às regras de Leibniz e da cadeia.

Com a derviada funcional, é possível adaptar o princípio da ação mínima para o
contexto de campos clássicos. A ação é definida como um funcional sobre o espaço de
campos da forma

S[φ] =
∫
dtL[φ], (2.26)
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sendo L[φ] a Lagrangiana, que por sua vez pode ser escrita como

L[φ] =
∫

d3xL(x), (2.27)

onde L é conhecida como densidade Langragiana. Impondo sobre a densidade Lagran-
giana as condições de localidade e causalidade, temos que

L(x) = L(φ,∇aφ, gab), (2.28)

onde ∇aφ é a derivada covariante de φ e gab é a métrica do espaço-tempo. Em outras
palavras, a densidade Lagrangiana depende de x através do campo e de sua derivada
covariante, bem como da métrica do espaço-tempo.

O princípio da ação mínima, assim como no caso de sistemas de partículas, seleciona
o campo que mantém a ação estacionária, ou seja,

δS[φ] = 0 (2.29)

dada uma variação arbitrária δφ do campo (desde que δφ(xi) = δφ(xf ) = 0).

Usando (2.24), o princípio da ação mínima implica na equação de Euler-Lagrange
para campos

∂L
∂φ
− ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)

]
= 0. (2.30)

A equação (2.30) pode ser extrapolada para campos tensoriais de diferentes tipos,
resultando em uma equação da mesma forma para cada uma das componentes do tensor.

O momento conjugado ao campo é definido de forma semelhante ao caso de
partículas:

π(t, ~x) = δL(t)
δφ̇(t, ~x)

.

A definição acima pode ser reescrita em termos da densidade Lagrangiana usando
novamente (2.24), resultando em

π(x) = ∂L
∂φ̇

. (2.31)

Da definição do momento canônico, surgem novamente vínculos primários

Ck(φ, π) = 0. (2.32)

Além disso, a partir das equações de Euler-Lagrange e de (2.31), segue que

π̇(t, ~x) = δL(t)
δφ(t, ~x) . (2.33)

A Hamiltonina, como já vimos, é resultado de uma transformação de Legendre
sobre a Lagrangiana:

H(t) =
∫

d3x[π(t, ~x)φ̇(t, ~x)]− L(t). (2.34)
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Da mesma forma como fizemos em (2.28), introduzimos o conceito de densidade
Hamiltoniana H através da expressão

H(t) =
∫

d3xH(t, ~x),

H = πφ̇− L.
(2.35)

O procedimento envolvendo a Hamiltoniana é bastante similar ao realizado na
seção anterior. Calculando a variação de H e usando (2.33), temos

δH(t) =
∫

d3x{[δφ̇(t, ~x)]π(t, ~x) + [δπ(t, ~x)]φ̇(t, ~x)} − δL(t)

⇒
(
δH

δφ
+ π̇

)
δφ+

(
δH

δπ
− φ̇

)
δπ = 0,

que, a partir de uma versão adaptada para campos do teorema (2), implica que

δH

δπ
− φ̇ = fk

δCk
δπ

,

δH

δφ
+ π̇ = fk

δCk
δφ

.

Usando a regra de Leibniz, é possível reescrever as equações acima como

φ̇ ≈ δ(H − fkCk)
δπ

,

−π̇ ≈ δ(H − fkCk)
δφ

.

Definindo Htotal := H − fkCk, chegamos na forma final das equações de movimento
do formalismo Hamiltoniano para campos clássicos:

φ̇ ≈ δHtotal

δπ
, (2.36)

π̇ ≈ −δHtotal

δφ
. (2.37)

Por fim, adaptamos a definição de colchetes de Poisson para campos. Dados dois
funcionais F e G sobre o espaço de fase, o colchete de Poisson entre eles é da forma

{F,G} :=
∫

d3x

[
δF

δφ(t, ~x)
δG

δπ(t, ~x) −
δF

δπ(t, ~x)
δG

δφ(t, ~x)

]
. (2.38)

Com isso, podemos reescrever as equações de movimento (2.36) e (2.37) usando
colchetes de Poisson

φ̇ ≈ {φ,Htotal}, (2.39)
π̇ ≈ {π,Htotal}, (2.40)
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ou, de forma geral, para um funcional F sobre o espaço de fase

Ḟ ≈ {φ,Htotal}. (2.41)

Além disso, podemos usar os colchetes de Poisson para estabelecer a seguinte
relação entre um par canônico

{φ(t, ~x), π(t, ~x′)} = δ(~x− ~x′), (2.42)

onde δ(~x− ~x′) representa a distribuição delta de Dirac. As demais etapas da análise, como
condições de consistência e vínculos secundários, seguem de forma completamente análoga
ao que foi visto na seção anterior.
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3 Formalismo ADM

Agora voltaremos nossa atenção à aplicação das ideias vistas no capítulo anterior
no contexto da relatividade geral. Tomaremos como base a discussão feita em [12] sobre o
assunto. Começamos pela equação de Einstein na sua forma tensorial:

Gab = κTab, (3.1)

onde κ = 8πG (G é a constante gravitacional de Newton), Tab é o tensor energia-
momento e Gab = Rab−1/2gabR é o tensor de Einstein, sendo Rab o tensor de Ricci,
gab a métrica do espaço-tempo e R o escalar de Ricci. Lembrando que o tensor de
curvatura de Riemann pode ser definido através da sua atuação sobre uma 1-forma ωa
como

Rabc
dωd = (∇a∇b −∇b∇a)ωc, (3.2)

onde ∇a é a derivada covariante compatível com a métrica (ou seja, ∇agbc = 0), e que
o tensor de Ricci é dado pela contração de índices alternados do tensor de curvatura de
Riemann, Rab = Racb

c.

Nota-se pela forma de (3.1) que a equação de Einstein relaciona a geometria do
espaço-tempo, descrita por Gab, com o conteúdo de matéria, descrito por Tab, e κ faz
o papel de fator de conversão de unidades de densidade de energia para unidades de
curvatura.

Uma das propriedades do tensor de curvatura de Riemann é a chamada identidade
de Bianchi:

∇[aRbc]d
e = 0, (3.3)

onde os colchetes nos índices representam antissimetrização. Essa propriedade é herdada
pelo tensor de Einstein na forma [14]

∇aG
ab = 0. (3.4)

Escrevendo a identidade em termos das derivadas parciais e símbolos de Christoffel
Γµνσ, a expressão fica da seguinte forma:

∂0G
0
µ = −∂iGi

µ − ΓννσGσ
µ + ΓσνµGν

σ, (3.5)

em que simplesmente separamos a derivada parcial de Gµ
ν com relação ao tempo, ∂0G

0
µ,

dos termos com derivadas espaciais, ∂iGi
µ.

Pela definição de Gµ
ν e dos símbolos de Christoffel, é possível inferir que os termos

do lado direito contém no máximo derivadas de segunda ordem no tempo. Isso acontece
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porque Gµ
ν contém no máximo derivadas de segunda ordem, enquanto os símbolos de

Christoffel, dados pela expressão

Γµνσ = 1
2g

µρ(∂νgρσ + ∂σgρµ − ∂ρgνσ)

contém apenas derivadas de primeira ordem. Como o termo contendo derivadas do tensor de
Einstein é ∂iGi

µ, ou seja, trata-se de derivadas espaciais do tensor de Einstein, a expressão
do lado direito contém no máximo derivadas de segunda ordem no tempo. Então, de (3.5),
podemos concluir que G0

µ contém no máximo derivadas de primeira ordem no tempo, pois
o único termo no lado esquerdo é ∂0G

0
µ e caso houvesse derivadas de segunda ordem (ou de

ordem maior) com relação ao tempo em G0
µ, a identidade de Bianchi não seria satisfeita.

Analisando a equação de Einstein (3.1) do ponto de vista dos componentes, vemos
que se trata de um sistema de 10 equações diferenciais parciais, já que tanto o tensor
de Einstein quanto o tensor de energia-momento são simétricos e quadridimensionais.
Pelo que concluímos acima, as equações envolvendo as componentes G0µ são equações de
primeira ordem no tempo, enquanto as equações com as componentes Gij são de segunda
ordem. Sendo assim, as equações envolvendo Gij correspondem às equações de evolução do
sistema, enquanto as equações envolvendo G0µ, por serem de menor ordem, atuam como
vínculos sobre as equações de evolução, ou seja, impõem restrições sobre a evolução do
sistema.

Esse é o cerne do formalismo ADM: das 10 equações de Einstein, 6 são equações
de evolução enquanto 4 são vínculos. Isso nos permite escrever as equações de Einstein
na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado, onde podemos aplicar não apenas
todas as ferramentas que foram descritas no capítulo 2, mas também todo ferramental
disponibilizado pelo formalismo Hamiltoniano, como por exemplo transformações canônicas.
Para que possamos separar de forma clara as grandezas físicas e das variáveis com liberdade
de calibre, faremos uso da técnica de folheação do espaço-tempo. Isso nos permitirá
reescrever os termos de curvatura de forma a tornar essa separação evidente. Com isso,
podemos reescrever a ação de Einstein-Hilbert usando essas variáveis e, a partir daí, apenas
aplicamos o método desenvolvido no capítulo anterior partindo da ação de Einstein-Hilbert,
obtendo assim as equações de Einstein na forma de um sistema Hamiltoniano vinculado.

3.1 Folheação (1+3)
SejaM um espaço-tempo globalmente hiperbólico. EntãoM admite uma folheação

(1+3) para um determinado Σ através de uma família de embutimentos et : Σ → M ,
parametrizada por t ∈ R, de forma que M ≈ R × Σ (nesse contexto, "≈" significa
"topologicamente equivalente"), como mostrado na Figura 1. O objetivo desse método é
descrever o espaço-tempo M como a história do espaço Σ ao longo do tempo t. O espaço
em um dado instante t é descrito através do mergulho de Σ em M por meio de et, ou seja,
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et(Σ) =: Σt ⊂ M , chamada de folha, representa a situação do espaço nesse instante de
tempo. A folheação tem duas características principais: (1) Σt1 ∩ Σt2 = ∅ para t1 6= t2

e; (2) ⋃
t
Σt = M . Isso significa que cada ponto do espaço-tempo faz parte de uma única

folha. Qualquer família de embutimentos que satisfaça essas condições pode ser usada
como folheação, o que significa dizer que a folheação do espaço-tempo não é unívoca1.

Figura 1 – Representação esquemática da folheação do espaço-tempo.

Como as folhas são espaciais, tridimensionais e estão contidas no espaço-tempo
quadridimensional, é possível assinalar a cada ponto de uma folha Σt um vetor tipo tempo
ortogonal a ela. Isso nos permite definir, para uma dada folheação (ou seja, uma escolha de
uma família de embutimentos {et} e superfície espacial Σ), um campo vetorial normal
na tipo tempo, tal que gabnanb = −1.

Sendo assim, a folheação induz a decomposição dos vetores em uma componente
paralela e uma ortogonal à folha Σt onde esse vetor se encontra, o que pode ser feito
através operadores de projeção [15] paralela

P‖ : TM → TM

Xa 7→ Xa + nanbX
b,

(3.6)

e ortogonal

P⊥ : TM → TM

Xa 7→ −nanbXb.
(3.7)

A partir desses operadores, podemos definir os subconjuntos T‖M := P‖(TM) e
T⊥M := P⊥(TM). É fácil perceber pela definição dos projetores que, para qualquer vetor
Xa, temos que Xa = (P‖X)a + (P⊥X)a, mostrando que a decomposição é bem definida.

1 Vale ressaltar que nem todas as soluções possíveis para a equação de Einstein admitem um espaço-tempo
globalmente hiperbólico. Trata-se de uma restrição sobre as possíveis soluções.
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Σt

p

na

Figura 2 – Campo vetorial normal na.

Essas projeções podem ser estendidas para o dual T ∗(M) bem como para os
demais espaços de tensores definidos em M . Então, para uma 1-forma ωa, temos que
(P‖ω)a = ωa + nan

bωb. De maneira geral, para um tensor T do tipo (l,m), a atuação do
projetor paralelo pode ser definida como

(P‖T )(v1, ..., vm, ω1, ..., ωl) := T (P‖v1, ..., P‖v
m, P‖ω1, ..., P‖ωl), (3.8)

onde vk são vetores tangentes a M e ωk são 1-formas cotagentes a M . Ou seja, o projetor
atuando sobre um tensor é o mesmo que o tensor atuando sobre as projeções de suas
entradas. O caso do projetor ortogonal é totalmente análogo.

O caso da projeção da métrica é particularmente interessante. Dados dois vetores
Xa e Y a, temos

(P‖g)(X, Y ) = g(P‖X,P‖Y )
= gab(Xa + nancX

c)(Y b + nbndY
d)

= gabX
aY b + gabX

anbndY
d + gabY

bnancX
c + gabn

ancX
cnbndY

d

= gabX
aY b + nbX

bndY
d + nbY

bncX
c − ncXcndY

d

= gabX
aY b + nanbX

aY b

= (gab + nanb)XaY b,

ou seja
qab := (P‖g)ab = gab + nanb, (3.9)

É interessante notar que

qabn
a = (gab + nanb)na

= gabn
a − nb

= 0,

e, para Xa ∈ T‖M

qabX
a = (gab + nanb)Xa

= gabX
a,
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já que na e Xa são ortogonais. Ou seja, a projeção da métrica se anula quando contraída
com vetores ortogonais e atua como a métrica do espaço-tempo quando contraída com
vetores tangentes. Por isso, quando restrita a uma folha Σt, qab pode ser usada como uma
métrica sobre essa folha. Por conta disso, qab recebe o nome de métrica induzida.

A partir da métrica induzida, podemos descrever as projeções como:

(P‖T )a1...al
b1...bm = qa1

c1 ...q
al
cl
qd1

b1 ...q
dm

bmT
c1...cl

d1...dm , (3.10)

onde qab = δab + nanb.

Assim como é o caso da métrica gab, definimos qab = gab + nanb como a "inversa da
métrica induzida". No entanto, vale notar que

qacq
cb = δba + nan

b. (3.11)

o que significa que qab não é realmente a inversa da métrica qab. Ainda assim, se restringirmos
a atuação desses tensores somente a vetores espaciais, o segundo termo a direita da igualdade
se anula e podemos usar qab e qab da mesma forma como usamos gab e gab para subir e
baixar índices [12]. Tomando esse cuidado, é possível estender o que foi discutido até agora
nessa seção para campos vetoriais, duais e os demais campos tensoriais. Assim, sendo
X (M) o conjunto dos campos vetoriais deM , podemos definir X (M)‖ e X (M)⊥ da mesma
maneira como fizemos para T‖M e T⊥M .

A folheação também induz uma separação na derivada covariante. Seja Xa um
campo vetorial em X (M)‖ (chamemos de "campo vetorial paralelo", por conveniência).
Quando esse campo vetorial é submetido à ação da derivada covariante, é possível que ele
deixe de ser um campo paralelo, de forma que podemos decompor o campo resultante em
componentes paralela e perpendicular

∇aX
b = P‖(∇aX

b) + P⊥(∇aX
b)

=: DaX
b + nbKacX

c,
(3.12)

sendo Da a derivada covariante compatível com a métrica qab e Kab um tensor puramente
espacial conhecido como curvatura extrínseca (de Σt em M). Precisamos mostrar que
Da := P‖∇a é de fato a derivada covariante compatível com qab, mostrando que ela satisfaz
todas as propriedades necessárias para ser um derivada covariante de torsão nula bem
como a condição de compatibilidade. Propriedades como linearidade, regras de Leibniz
e comutação com contração são herdadas de ∇a diretamente por Da pela definição e
podem ser provadas facilmente. Mostremos então que a condições de compatibilidade com
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a métrica e torsão nula são satisfeitas. Para a condição de compatibilidade, temos

Daqbc = P‖[∇a(gbc + nbnc)]
= P‖[∇a(nbnc)]
= P‖[(∇anb)nc + (∇anc)nb]
= [P‖(∇anb)]P‖(nc) + [P‖(∇anc)]P‖(nb)
= 0,

como esperado. Na primeira igualdade, apenas usamos as definições de Da e qbc. Na
seguinte, usamos a condição de compatibilidade ∇agbc = 0. Usamos então (3.10) na
passagem seguinte e por fim, usamos o fato de que P‖na = 0. Para a condição de torsão
nula, temos, para uma função f qualquer definida em Σt

DaDbf = P‖∇a(P‖∇bf)
= P‖∇a(∇bf + nbn

c∇cf)
= P‖[∇a∇bf + (∇anb)nc∇cf + nb(∇an

c)∇cf + nbn
c(∇a∇cf)]

= P‖∇a∇bf

= P‖∇b∇af

= DbDaf,

onde usamos a torsão nula de ∇a, ∇a∇bf = ∇b∇af , e mais uma vez a ortogonalidade
de na, o que faz com que P‖ anule os três últimos termos da terceira linha. Sendo assim,
quando restringimos a atuação de Da a uma folha Σt, trata-se exatamente da derivada
covariante de torsão nula de Σt compatível com a métrica qab(t). No entanto, da forma como
definimos Da, podemos estender sua aplicação mesmo para vetores que não sejam tangentes
às folhas. Isso porque tanto o operador de projeção P‖ quanto a derivada covariante ∇a

estão definidos em M .

A curvatura extrínseca Kab, por sua vez, está diretamente relacionada à forma com
que a superfície espacial Σ está embutida no espaço-tempo em um determinado instante t.
Isso pode ser visto observando como o vetor normal na varia ao longo da superfície Σt.
Essa correspondência pode ser obtida a partir da definição de curvatura extrínseca em
(3.12)

P⊥(∇aX
b) = nbKacX

c, (3.13)

e da identidade
∇a(Xbnb) = 0⇒ (∇aX

b)nb = −(∇anb)Xb,

já que Xa e na são ortogonais para Xa espacial.

Começamos pela decomposição

(∇aX
b)nb = −(∇anb)Xb

[P‖(∇aX
b) + P⊥(∇aX

b)]nb = −(∇anb)Xb.
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Como o resultado de P‖(∇aX
b) é espacial, P‖(∇aX

b)nb = 0. Então a expressão
acima pode ser reduzida para

P⊥(∇aX
b)nb = −(∇anb)Xb

nbKacX
cnb = −(∇anb)Xb

KabX
b = (∇anb)Xb,

onde usamos a definição (3.13) na primeira passagem e nbnb = −1 na segunda. Como Xb

é espacial, (∇anb)Xb = P‖(∇anb)Xb e, usando novamente (3.12), concluímos que

Kab = P‖(∇anb) = Danb, (3.14)

ou seja, Kab mostra o quanto o vetor normal na é deslocado espacialmente quando
transportado ao longo de uma curva em Σt. Mais explicitamente, dado um campo vetorial
Xa ∈ X (Σt), XaKab = XaDanb diz o quanto na varia espacialmente quando transportado
ao longo da curva integral de Xa2.

3.2 Derivada Temporal

A métrica induzida qab é a grandeza central da análise canônica da gravidade.
Contudo, é preciso cautela, pois apesar de ser um campo tensorial simétrico em M , qab não
é uma métrica em M . A forma apropriada de interpretar qab seria como uma família de
métricas espaciais parametrizada por t, cada uma delas sobre uma folha Σt diferente. Isso
torna mais plausível a ideia de evolução temporal da métrica induzida. No entanto, antes
de seguir para esse tipo de análise, é necessário definir de forma rigorosa o que seria a
derivada temporal de um campo, pois estamos lidando com o espaço-tempo e as noções de
evolução temporal e variação com o tempo são menos palpáveis do que costumam ser em
mecânica clássica. Por isso, precisamos entender qual o papel do parâmetro t na evolução
dos campos e por que esse parâmetro está associado à ideia de tempo.

Sejam p ∈ Σ e uma folheação descrita por {et}. Sabemos que et(p) ∈ Σt ⊂ M .
Definimos então o campo temporal ta como o campo vetorial emM cujas curvas integrais
são dadas por ⋃

t
et(p). Dessa forma, cada curva integral de ta corresponde a uma linha

de mundo descrita por p através dos embutimentos et. Como trata-se de uma família de
embutimentos, cada et é injetivo em M , e por tratar-se de uma folheação, as superfícies
espaciais não têm pontos em comum, e assim o campo temporal é bem definido. Com isso,
é possível estabelecer uma noção precisa do que significa “variar com o tempo”: é o mesmo
2 É importante notar que só é possível escrever a curvatura extrínseca em termos de Da pelo fato de

termos estendido sua atuação para todo o espaço-tempo M . Afinal, caso a definição de Da fosse restrita
somente a derivada covariante em Σt, como na não faz parte do fibrado tangente dessa variedade, a
definição descrita em (3.14) não faria sentido.
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que variar ao longo das linhas integrais de ta. Ou seja, uma curva integral γp de ta é tal
que γp(t) = et(p).

É possível introduzir um sistema de coordenadas em M de forma que o campo
temporal ta seja a derivada parcial em relação ao tempo. A partir de uma carta local em Σ,
p adquire certas coordenadas espaciais (x1, x2, x3). Essa escolha de carta local em Σ induz
uma carta local em M de forma que o ponto q = et(p) adquire coordenadas (t, x1, x2, x3).
Usando o sistema de coordenadas definido acima, como p é sempre o mesmo ao longo de
uma dada curva γp, as coordenadas espaciais ao longo dessa curva são constantes. Além
disso, a curva é parametrizada pelo tempo t, e assim o campo temporal tem coordenadas
(1, 0, 0, 0) para essa escolha de sistema de coordenadas. Com isso, para uma função f
qualquer em M , temos que

ta(f) = tµ∇µf = ∂tf, (3.15)

ou seja, para essa escolha, ta torna-se o campo vetorial que define a direção da derivada
temporal.

Como todo campo vetorial emM , ta pode ser decomposto em componentes paralela
e perpendicular usando os projetores:

ta = P⊥(ta) + P‖(ta) =: Nna +Na, (3.16)

sendo N conhecida como função lapso e Na como vetor de shift. Pela forma do campo
temporal, podemos interpretar a função lapso como uma forma de medir o número de
folhas atravessadas transversalmente num dado intervalo de tempo δt, enquanto o vetor
de shift está relacionado com o deslocamento espacial entre o embutimento do ponto p em
Σt e o embutimento do mesmo ponto em Σt+δt, como mostra a figura.

Σt

Σt+δt

ta

Na

Nna

et(p)

et+δt(p)

Figura 3 – Campo temporal ta.
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Essas noções permitem que interpretemos os campos temporal ta e normal na como
campos cujas curvas integrais correspondem a linhas de mundo de diferentes famílias de
observadores. Por exemplo, para ta = na, Na = 0, o que corresponderia a um observador
estacionário com relação a superfície espacial. O campo temporal é definido a partir
dos embutimentos et, que podem ser escolhidos arbitrariamente desde que satisfaçam as
condições de folheação. Em outras palavras, a liberdade de escolha desses embutimentos
corresponde à liberdade de escolha de um referencial. Esse paralelo é reforçado pelo
fato de que os campos temporal e normal são tipo tempo. Isso mostra que N e Na são
diretamente dependentes da escolha de referencial, e correspondem a variáveis associadas
a uma liberdade de calibre do sistema, como veremos mais adiante.

Essa ideia fica ainda mais clara quando normalizamos o campo temporal. A norma
de ta é dada por

tata = N2nana + 2NnaNa +NaNa

= −N2 + ‖ ~N‖2,

já que naNa = 0. Assim, o campo temporal normalizado é da forma

ta√
−tata

= na +Na/N√
1− ‖ ~N/N‖2

.

A partir do que foi discutido sobre o lapso e o shift, percebe-se que ~V := ~N/N é, na
verdade, a velocidade relativa entre os observadores em ta e na. Assim, γ~V = 1/

√
1− ‖~V ‖2

é o fator de Lorentz correspondente a esse movimento relativo e o campo temporal pode
ser escrito como (γ~V , γ~V ~V ) no referencial de repouso do observador que segue a curva de
na , que é a fórmula da quadrivelocidade de um objeto com velocidade ~V em relação a esse
referencial. Como esperado, para o caso em que ta = na, ou seja, Na = 0, temos γ~0 = 1 e
o campo temporal normalizado se torna (1,~0), que é a quadrivelocidade de um objeto em
repouso com relação ao referencial.

Por fim, podemos definir a derivada temporal de um campo tensorial espacial
parametrizado por t como sua derivada de Lie com relação a ta. Isso porque a derivada de
Lie é uma forma de avaliar a variações de campos tensoriais ao longo das curvas integrais
de um campo, tornando possível comparar tensores em pontos diferentes dessa curva.
Como o objetivo é avaliar a mudança de campos tensoriais com o tempo, a derivada de Lie
ao longo de ta cumpre perfeitamente esse papel. Assim, dado um campo tensorial espacial
T a1...an

b1...bm , definimos sua derivada temporal como

Ṫ a1...an
b1...bm := P‖(LtT a1...an

b1...bm), (3.17)

onde usamos o projetor para garantir que a derivada temporal seja também um campo
tensorial espacial.
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3.3 Decomposição da métrica
A partir dos conceitos introduzidos pela folheação do espaço-tempo, podemos

expressar a métrica do espaço-tempo em termos dessas novas variáveis. A partir das
definições de qab e ta, temos

gab = qab − nanb = qab − 1
N2 (ta −Na)(tb −N b), (3.18)

Escrevendo gab como uma matriz, obtemos

gµν =


− 1
N2

N i

N2
N i

N2

(
qij − N iN j

N2

)
 (3.19)

Invertendo essa matriz, obtemos a métrica na forma

gµν =
(−N2 +N iNi) Ni

Ni qij

 , (3.20)

de onde tiramos diretamente o elemento de linha

ds2 = −(N2 −N iNi)dt2 +Na(dtdxa + dxadt) + qabdx
adxb, (3.21)

Com isso, conseguimos decompor a métrica em 4 termos independentes com variáveis
livres, N e Na, e 6 termos independentes com grandezas físicas, qab.

A ideia é expressar quaisquer relações em termos da métrica induzida, do lapso e do
shift. Em particular, temos o caso do determinante da métrica, que aparece explicitamente
na ação de Einstein-Hilbert. Para expressá-lo em função de qab, N e Na, basta notar que
g00 = −1/N2 a partir da equação (3.18). Com isso, podemos usar a fórmula geral de
matrizes inversas. Dada uma matriz A, temos que

(A−1)ij = Cij
detA,

onde (A−1)ij é o elemento da linha i e coluna j da matriz inversa de A e Cij é o cofator
correspondente, ou seja, o determinante da matriz menor, eliminando a i-ésima linha e a
j-ésima coluna de A. No caso da métrica, é evidente que C00 = det(qab), já que as linhas e
colunas eliminadas são as que contém a parte temporal. Então, pela fórmula da inversa,
obtemos

g00 = − 1
N2 = C00

det(gab)

= det(qcd)
det(gab)

,

de onde conclui-se que
det(gab) = −N2 det(qcd). (3.22)
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3.4 Relações de Curvatura
A partir da folheação do espaço-tempo, a descrição da geometria da folha pode ser

dividida em intrínseca e extrínseca. O termo que caracteriza a curvatura extrínseca, dado
pela expressão (3.14), já foi discutido na seção 3.1. Para a curvatura intríseca usamos
o tensor de curvatura de Riemann, (3.2), tomando como variedade Σ e sua respectiva
derivada covariante Da compatível com a métrica qab, de forma que a curvatura intrínseca
é dada por

(3)Rabc
dωd = (DaDb −DbDa)ωc (3.23)

dada uma 1-forma ωa ∈ T ∗Σ. A partir desse tensor, é possível calcular o tensor de Ricci,
o escalar de Ricci e o tensor de Einstein correspondentes, como vimos no início deste
capítulo.

Como Σ é espacial, não é possível analisar a evolução do sistema usando apenas
parâmetros intrísecos a essa variedade. De fato, o papel da curvatura extrínseca está
intimamente relacionado com a evolução da métrica induzida. Tomando a derivada de Lie
de qab ao longo do campo na, temos que

Lnqab = nc∇cqab + qac∇bn
c + qbc∇an

c

= nc∇c(gab + nanb) +∇bna +∇anb

= nc∇c(nanb) +∇bna +∇anb

= (gac + nan
c)∇cnb + (gbc + nbn

c)∇cnb = Kab +Kba,

onde usamos a definição (3.14) para chegar no resultado.

É possível simplificar ainda mais a expressão anterior usando o fato de que Kab é
simétrico. Dados dois campos vetoriais espaciais Xa, Y a ∈ X (M)‖, o comutador entre eles,
[X, Y ]a, também é espacial. Isso implica que sua contração com na é nula, então

na[X, Y ]a = na(Xb∇bY
a − Y b∇bX

a) = 0.

No entanto, como os campos são espaciais, temos que naXa = naY
a = 0, ou

seja, ∇b(naXa) = 0 de forma que na∇bX
a = −Xa∇bna e o mesmo vale para Y a. Assim,

podemos reescrever a relação acima como

−Y aXb∇bna +XaY b∇bna = XaY b(∇anb −∇bna) = 0,

e como os campos espaciais são arbitrários, o resultado é válido para quaisquer projeções
espaciais de ∇anb, mostrando que Kab é de fato simétrico, pois Kab −Kba = P‖(∇anb −
∇bna) = 0. Essa simetria, associada ao resultado anterior, nos permite concluir que

Kab = 1
2Lnqab, (3.24)
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o que começa a apontar para a correspondência entre a curvatura extrínseca e a variação
temporal da métrica induzida. Como vimos na seção 3.2, é possível escolher um referencial
tal que ta = na, o que faria com que Kab pudesse ser visto como metade da derivada
temporal da métrica espacial usando (3.17). O próximo passo é generalizar essa relação,
de forma a obter uma relação direta entre Kab e a derivada temporal de qab. A partir de
(3.24) e da definição do campo temporal (3.16), temos que

Kab = 1
2Lnqab

= 1
2N [Nnc∇cqab + qac∇b(Nnc) + qbc∇a(Nnc)]

= 1
2NL(t−N)qab,

onde usamos Nna = ta −Na no último passo. Como Kab é espacial, podemos reescrever a
relação acima como

Kab = 1
2NP‖[L(t−N)qab]

= 1
2NP‖(Ltqab − LNqab),

onde é possível reconhecer o primeiro termo como q̇ab usando (3.17). Já o segundo termo é
simplesmente DaNb +DbNa pois

P‖(N c∇cqab + qac∇bN
c + qbc∇aN

c) = N cP‖∇cqab + P‖∇aNb + P‖∇bNa

= DaNb +DbNa,

onde usamos o fato de N c ser espacial na primeira igualdade, de modo que P‖(N c∇cqab) =
N cP‖(∇cqab) e P‖∇cqab = Dcqab = 0 na última. Portanto, a curvatura extrínseca está
relacionada com a derivada temporal de acordo com a expressão

Kab = 1
2N (q̇ab −DaNb −DbNa). (3.25)

A relação (3.25) é fundamental para que possamos escrever as equações de Einstein
através do formalismo canônico, pois ela fornece uma relação explícita entre a curvatura
extrínseca e a derivada temporal da métrica induzida, o que já indica que o momento
conjugado de qab está de alguma forma relacionado à Kab.

Agora precisamos entender como as curvaturas intríseca e extrínseca estão relacio-
nadas com a curvatura do espaço-tempo. Começamos a partir da fórmula (3.23) do tensor
de curvatura de Riemann de Σ, escrevendo as composições de derivadas explicitamente
em termos dos projetores e da derivada covariante ∇a, de maneira similar ao que foi feito
no cálculo da torsão de Da:

DaDbωc = P‖∇a(P‖∇bωc)
= qa

fqb
gqc

h∇f (qgdqhe∇dωe)
= qa

fqb
dqc

e∇f∇dωe + qc
e(qafqbg∇fqg

d)∇dωe + qb
d(qafqch∇fqh

e)∇dωe,
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O primeiro termo na expressão acima pode ser reescrito como P‖∇a∇bωc, enquanto
podemos reescrever qafqbg∇fqg

d = qa
fqb

g∇f (ngnd) = ndqa
fqb

g∇fng = ndP‖∇anb = ndKab

no segundo termo, de forma que

qc
e(qafqbg∇fqg

d)∇dωe = ndKab∇dωc, (3.26)

e analogamente, o terceiro termo pode ser expresso como

qb
d(qafqch∇fqh

e)∇dωe = qb
dKacn

e∇dωe

= −Kacqb
dωe∇dn

e

= −Kacωeqb
dqfe∇dnf

= −KacKb
eωe,

onde usamos que, para ωe espacial, ωene = 0, logo ne∇dωe = −ωe∇dn
e. Logo, a partir de

(3.23), temos que

(3)Rabc
dωd = DaDbωc −DbDaωc

= P‖(∇a∇b −∇b∇a)ωc −KacKb
dωd +KbcKa

dωd

= P‖Rabc
dωd −KacKb

dωd +KbcKa
dωd,

onde os termos da forma (3.26) se cancelam. Chegamos então na relação conhecida como
equação de Gauss:

P‖Rabc
d = (3)Rabc

d +KacKb
d −KbcKa

d (3.27)

Outra relação importante é a chamada equação de Codazzi, que podemos obter
da seguinte forma:

P‖Rabcdn
d = P‖(∇a∇b −∇b∇a)nc

= P‖[∇a(gbd∇dnc)−∇b(gad∇dnc)]
= P‖[∇a(P‖∇bnc)−∇a(nbnd∇dnc)−∇b(P‖∇anc) +∇b(nand∇dnc)]
= DaKbc −DbKac − P‖[(∇anb −∇bna)(nd∇dnc)],

pois P‖[∇a(P‖∇bnc)] = DaKbc. Como P‖(∇anb −∇bna) = Kab −Kba = 0, chegamos assim
na forma final da equação de Codazzi:

P‖Rabcdn
d = DaKbc −DbKac. (3.28)

A última relação necessária é a chamada equação de Ricci, cuja trabalhosa
dedução está feita no Apêndice A:

Racbdn
cnd = −LnKab +KacK

c
b +D(aAb) + AaAb (3.29)
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Contraindo os índices do tensor de Riemann de forma a obter o tensor de Ricci,
temos que

Racb
cnanb = −na(∇a∇c −∇c∇a)nc

= (∇an
a)(∇cn

c)− (∇cn
a)(∇an

c)−∇a(na∇cn
c) +∇c(na∇an

c),

onde aplicamos a regra de Leibniz. O primeiro termo fica

(∇an
a)(∇cn

c) = ga
dgce(∇dn

a)(∇cn
e)

= (qad∇dn
a)(qce∇cn

e)− qadncne(∇dn
a)(∇cn

e)
− qcenand(∇dn

a)(∇cn
e) + nan

dncn
e(∇dn

a)(∇cn
e)

= Ka
aK

c
c = (Ka

a)2,

onde, na passagem contendo quatro termos, todos além do primeiro se anulam por
na∇bn

a = 0. De forma semelhante, o segundo termo fica

(∇cn
a)(∇an

c) = Ka
cK

c
a.

Os dois últimos termos podem ser agrupados como

−∇a(na∇cn
c) +∇c(na∇an

c) = −∇a(na∇cn
c) +∇a(nc∇cn

a)
= ∇a(−na∇cn

c + nc∇cn
a)

= ∇av
a,

sendo
va := −na∇cn

c + nc∇cn
a. (3.30)

Obtemos então a equação

Rabn
anb = (Ka

a)2 −Ka
bK

b
a +∇av

a. (3.31)

Quaisquer outras possíveis contrações de Rabc
d com na ou qab são nulas devido às

simetrias do tensor de Riemann.

Com esses resultados, podemos finalmente escrever o escalar de curvatura em
termos das variáveis associadas à folheação:

R = Ra
a = gabRab

= gabRacb
c

= gabgcdRacbd

= (qab − nanb)(qcd − ncnd)Racbd

= qabqcdRacbd − qabncndRacbd − qcdnanbRacbd + nanbncndRacbd

= qabqcdP‖Racbd − 2nanbRab

= qabqcd((3)Racbd +KabKcd −KacKbd)− 2[(Ka
a)2 −Ka

bK
b
a +∇av

a]
= (3)R− (Ka

a)2 +Ka
bK

b
a − 2∇av

a,
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onde igualdades como qabqcdRacbd = qabqcdP‖Racbd e qabncndRacbd = nanbRab são verdadeiras
pelo fato de surgirem contrações nulas de Racbd com na e qab ao abrirmos esses termos.

Obtemos assim a expressão para o escalar de Ricci em função das curvaturas
intrínseca e extrínseca:

R = (3)R− (Ka
a)2 +KabKab − 2∇av

a. (3.32)

Essa é a relação necessária para obter as equações de Einstein na forma de um
sistema Hamiltoniano vinculado.

3.5 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral
A partir das conclusões obtidas ao longo deste capítulo, é possível agora expressar

a dinâmica do espaço-tempo a partir das noções introduzidas pelo método de folheação. A
ação de Einstein-Hilbert é dada por

S =
∫

dt(LG + LM), (3.33)

sendo
LG = 1

2κ

∫
d3x

√
− det(gab)R (3.34)

a Lagrangiana associada à geometria do espaço e LM a Lagrangiana associada ao conteúdo
de matéria, onde κ = 8πG. Por ora, manteremos o foco em LG.

Usando as relações (3.22) e (3.32), a equação (3.34) pode ser reescrita como

LG = 1
2κ

∫
d3xN

√
det(qab)[(3)R− (Ka

a)2 +KabKab], (3.35)

onde o termo envovlendo ∇av
a foi desprezado por tratar-se de um termo de fronteira que

não afeta as equações de campo locais [12].

Dada a Lagrangiana, todo aparato discutido no capítulo 2 pode ser aplicado. Para
obter os momentos conjugados de N e Na, usamos (2.31), de onde vínculos primários
surgem de forma bastante direta:

pN(x) = δLG

δṄ(x)
= 0, (3.36)

pa(x) = δLG

δṄa(x)
= 0. (3.37)

O momento conjugado à métrica induzida qab é dado por:

πab(x) = δLG
δq̇ab(x) ,
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e usando a equação (3.25), podemos calcular πab(x) da seguinte maneira:

πab(x) = 1
2N

δLG
δKab

=

√
det(qab)

2κ (Kab −Kc
cq
ab). (3.38)

Contraindo a relação acima com qab e usando q := det(qab), temos

Kabqab −Kc
cq
abqab = 2κ

√
q
πabqab

Ka
a − 3Ka

a = 2κ
√
q
πaa

⇒ Ka
a = − κ

√
q
πaa.

Com isso, podemos isolar Kab na equação (3.38), obtendo

Kab + κ
√
q
πccq

ab = 2κ
√
q
πab

Kab = κ
√
q

(2πab − πccqab).

Substituindo (3.25) nessa relação, conseguimos expressar q̇ab em termos do seu
momento conjugado πab:

q̇ab = 2Nκ
√
q

(2πab − πccqab) +D(aNb). (3.39)

Assim, podemos usar (2.34) juntamente com (3.35), (3.36), (3.37) e (3.39) para
obter a Hamiltoniana gravitacional calculando

HG =
∫

d3x(q̇abπab − LG + λpN + µapa),

ou seja,

HG =
∫

d3x

[
2Nκ
√
q

(
πabπab −

1
2π

2
)

+ 2πabDaNb −
N
√
q

2κ
(3)R

]
+
∫

d3x(λpN + µapa),

(3.40)
onde usamos π = πcc para deixar a notação mais enxuta e λ e µa são multiplicadores de
Lagrange associados aos vínculos primários.

Aplicando as condições de consistência para os vínculos primários (3.36) e (3.37),
obtemos os vínculos secundários:

−SG := ṗN = {pN , HG} = − 2κ
√
q

(
πabπab −

1
2π

2
)

+
N
√
q

2κ
(3)R = 0, (3.41)

denominado vínculo Hamiltoniano, e

−VG
a := ṗa = {pN , HG} = 2√qqabDc

(
πbc
√
q

)
= 0, (3.42)
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onde usamos integração por partes com 2
∫

d3x
√
qDa(πabNb/

√
q) como termo de fronteira.

Esse é o denominado vínculo de difeomorfismo. Neste texto, não entraremos em detalhes
sobre os termos de fronteira, no entanto uma discussão aprofundada sobre o assunto pode
ser encontrada em [12].

Comparando a forma dos vínculos secundários (3.41) e (3.41) com a expressão em
(3.40), nota-se que a Hamiltoniana gravitacional é expressa como uma combinação linear
desses vínculos:

HG =
∫

d3x(NSG +NaVG
a + λpN + µapa), (3.43)

a menos de termos de fronteira.

Enfim, conseguimos uma representação da dinâmica da geometria do espaço-tempo
na forma de uma Hamiltoniana. As variáveis canônicas que descrevem essa evolução são
dadas por qab(~x) e πab(~x). Como todo par canônico, essas variáveis devem satisfazer as
relações

{qab(~x), πcd(~x′)} = δc(aδ
d
b)δ(~x− ~x′), (3.44)

para todo t. A simetrização dos deltas ocorre devido a simetria da métrica induzida, já
que a mesma relação é válida quando invertemos os índices.

Nos resta agora analisar o termo da Lagrangiana correspondente a matéria, LM .
O conteúdo de matéria pode ser descrito de diferentes formas. Ao longo desse trabalho,
iremos abordar a distribuição de matéria no espaço através de um campo escalar Φ(~x).
Assumindo acoplamento mínimo, a Lagrangiana de matéria é dada por

LM = −
∫

d3xN
√
q
[1
2∇aΦ∇aΦ + V (Φ)

]
,

ou seja, o único acoplamento entre o campo escalar e a métrica se dá por meio do
determinante da métrica.

Usando o procedimento padrão, obtém-se a Hamiltoniana de matéria

HM =
∫

d3x

{
N

[
1

2√qP
2
Φ +
√
q

2 DiΦDiΦ +√qV (Φ)
]

+N iPΦDiΦ
}
, (3.45)

onde
PΦ(~x) = δLM

δΦ̇(~x)
=
√
q

N

[
Φ̇(~x)−N iDiΦ(~x)

]
(3.46)

é o momento conjugado ao campo escalar.

Somando essa contribuição à (3.43), obtemos a Hamiltoniana total

H := HG +HM =
∫

d3x(NS +NaVa + λpN + µapa), (3.47)

sendo

S := SG + 1
2√qP

2
Φ +
√
q

2 DaΦDaΦ +√qV (Φ) (3.48)

= 2κ
√
q

(
πabπab −

1
2π

2
)
−
√
q

2κ
(3)R + 1

2√qP
2
Φ +
√
q

2 DaΦDaΦ +√qV (Φ) ≈ 0 (3.49)
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o vínculo Hamiltoniano total, e

Va := VG
a + PΦDaΦ = −2√qqabDc

(
πbc
√
q

)
+ PΦDaΦ ≈ 0 (3.50)

o vínculo de difeomorfismo total.

Como par canônico, o campo escalar e seu momento conjugado devem satisfazer à
relação

{Φ(~x), PΦ(~x′)} = δ(~x− ~x′). (3.51)

Essa é a forma final da Hamiltoniana que captura a dinâmica descrita nas equações
de Einstein (3.1). Trata-se de uma Hamiltoniana totalmente vinculada, que é uma propri-
edade válida para quaisquer sistemas invariantes por mudanças de coordenadas [11]. A
evolução descrita por (3.47) pode ser imaginada como a percepção de um observador sobre
a geometria das folhas espaciais enquanto ele caminha ao longo de uma curva temporal.
Por isso as coordenadas do espaço de fase são associadas à métrica espacial, além da
distribuição de massa descrita pelo campo escalar.

É importante notar que os multiplicadores de Lagrange associados aos vínculos
primários, λ e µa são completamente arbitrários, enquanto os multiplicadores associados
aos vínculos Hamiltoniano e de difeomorfismo são a função de lapso N e o vetor de shift
Na, que estão associados a uma escolha de referencial obtida pela parametrização da
folheação et. Por isso, podemos considerar λ = µi = 0, o que elimina os dois últimos termos
de (3.47) e facilita a análise da evolução do sistema. Por outro lado, não é possível fazer
essa escolha para N e Na devido às restrições impostas pela folheação. Afinal, caso N e
Na fossem nulos, isso implicaria em ta nulo, de forma que não se trataria de um campo
vetorial temporal e resultaria numa folheação restrita a uma única folha espacial, tornando
a noção de derivada temporal absurda. Por isso, é importante que N seja sempre não-nulo
e Na respeite o caráter temporal de ta, ou seja, N2 > ‖ ~N‖2.

Enfim, obtida a Hamiltoniana total, é possível fazer a análise dinâmica do espaço-
tempo como uma análise canônica da história do espaço. A grande vantagem dessa
abordagem, além da interpretação elegante que pode ser atribuída às equações de Einstein,
é que temos a disposição todas as conhecidas ferramentas de análise do formalismo
Hamiltoniano. Seguiremos então para a aplicação dos métodos discutidos no capítulo 2 à
Hamiltoniana (3.47) no contexto da cosmologia.
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4 Perturbações Cosmológicas

4.1 Plano de Fundo (FLRW)
Pelo seu caráter não-linear, as equações de Einstein, tanto na sua forma tensorial

(3.1) quanto na sua forma Hamiltoniana (3.47), não podem ser facilmente resolvidas em
toda sua generalidade. No entanto, como é de costume na física, podemos aplicar essas
relações em contextos específicos, onde conseguimos obter soluções devido a simetrias
intrínsecas ao caso estudado. Em particular, na cosmologia, o objetivo é analisar a evolução
do universo como um todo.

A princípio, esse seria o caso mais complexo a ser estudado, já que teríamos de
considerar todo conteúdo de matéria do universo ao aplicarmos as equações de Einstein,
ou seja, o tensor energia-momento seria o mais completo possível, tornando essa análise
inviável. No entanto, ao tratar do universo em escala suficientemente grande, torna-se
razoável assumir algumas hipóteses que levam a certas simetrias na métrica induzida,
simplificando consideravelmente o problema. Essas hipóteses assumidas para o universo
em larga escala constituem o chamado princípio cosmológico.

4.1.1 Princípio Cosmológico

O princípio cosmológico parte da ideia de que, em escala suficientemente grande, o
conteúdo de matéria é, em média, o mesmo em qualquer região do universo. De forma
mais explícita, assumimos as seguintes simetrias:

• Homogeneidade: existe uma folheação M ≈ Σ× R tal que, para cada instante t e
par de pontos p, q ∈ Σt, existe uma isometria do espaço-tempo que leva p em q;

• Isotropia: existe uma família de curvas tipo tempo, com tangentes ua preenchendo
todo o espaço-tempo e tal que, para todo ponto p e par de vetores unitários s1, s2 ∈
TpM ortogonais a ua(p), existe uma isometria do espaço-tempo que mantém p fixo e
leva s1 em s2.

Essas hipóteses sintetizam a noção de que não há uma posição nem uma direção
preferenciais no universo, o que é bastante razoável. Apesar de terem origem teórica, essas
hipóteses são fortemente corroboradas por dados obtidos nos últimos anos, como por
exemplo o espectro de potência da radiação cósmica de fundo (CMB) [16]. É comum se
referir a esse modelo como universo FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker),
bem como a tudo aquilo que caracteriza o modelo (geometria FLRW, métrica FLRW, etc.).
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A métrica de um universo FLRW sempre pode ser escrita na forma

ds2 = −N2(t)dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2 + r2(dθ2 + sin2 θdψ2)
]
, (4.1)

onde a(t) é chamada de fator de escala, as coordenadas t, r, θ e ψ são chamadas de
coordenadas comóveis e k = −1, 0,+1 é um parâmetro associado à curvatura espacial.
Mais explicitamente, a partir da expressão (4.1), podemos calcular o escalar de Ricci
espacial (3)R, obtendo

(3)R = 6k
a(t)2 , (4.2)

o que evidencia o fato de que o escalar de curvatura depende somente do tempo e do
parâmetro k. Isso permite classificar o universo em três possíveis categorias de acordo o
sinal de (3)R. Dizemos que o universo é: fechado no caso de curvatura positiva (k = +1);
plano no caso de curvatura nula (k = 0) e; aberto no caso de curvatura negativa (k = −1).
Ao longo deste trabalho, trataremos exclusivamente do caso plano. Porém, é de interesse
para futuros trabalhos adaptar os métodos que empregaremos aqui para o caso do universo
fechado. Por isso, tentaremos deixar claro os momentos em que a curvatura nula de Σ é
relevante ao longo da análise.

Para um universo FLRW plano, as variáveis dinâmicas podem ser expressas na
forma

Φ(t, ~x) = φ(t);
PΦ(t, ~x) = pφ(t);
qab(t, ~x) = q̊ab(t);
πab(t, ~x) = π̊ab(t);

(4.3)

ou seja, são grandezas que dependem exclusivamente do tempo.

No caso do universo plano, Σ é homeomorfo a R3, que tem topologia não-compacta.
Por conta disso, é necessário certa cautela, pois as integrais presentes no final do capítulo
3 serão usadas aqui para tratar do universo como um todo e podem divergir se forem
tomadas para todo o espaço. Para eliminar esse problema, tomaremos essas integrais
sobre um volume V0 finito porém arbitrariamente grande. Como veremos mais adiante, as
equações de movimento não vão depender desse volume, de forma que ao tomarmos seu
limite tendendo a infinito, isso em nada vai afetar os resultados obtidos [10].

Um último comentário relevante a ser feito sobre o princípio cosmológico é que
ele é válido somente em larga escala. Afinal, quando consideramos escalas menores, como
nosso Sistema Solar, existem claramente posições onde a densidade de matéria é bastante
diferente: o posição do Sol tem uma densidade de matéria muito maior do que qualquer
posição no espaço entre a Terra e o Sol, por exemplo. Isso é evidente, mas tem implicações
bastante interessantes. Começando dessa escala em que o universo pode ser considerado
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homogêneo e isotrópico (normalmente chamada escala cosmológica) e partindo para escalas
cada vez menores, chegaremos a uma determinada escala na qual essas simetrias não serão
mais válidas. Nessa escala, podemos considerar uma solução mais genérica do que a que
temos em que (4.3), na qual a parte dominante da solução advém do universo em escala
cosmológica, com pequenas perturbações em torno dessa solução. Essas perturbações
carregam consigo as heterogeneidades e anisotropias presentes ao longo da evolução do
universo. Podemos reescrever as variáveis dinâmicas, incluindo perturbações de primeira
ordem, na forma

Φ(t, ~x) = φ(t) + δφ(t, ~x);
PΦ(t, ~x) = pφ(t) + δpφ(t, ~x);
qij(t, ~x) = q̊ij(t) + δqij(t, ~x);
πij(t, ~x) = π̊ij(t) + δπij(t, ~x).

(4.4)

Podemos interpretar soluções dessa forma como pequenas flutuações (δφ(~x), por
exemplo) em torno de uma média (φ). Explicitamente

φ(t) = 1
V0

∫
Φ(t, ~x)d3x;

pφ(t) = 1
V0

∫
PΦ(t, ~x)d3x;

q̊ij(t) = 1
V0

∫
qij(t, ~x)d3x;

π̊ij(t) = 1
V0

∫
πij(t, ~x)d3x.

(4.5)

Por se tratarem de valores médios que caracterizam o universo em larga escala, dizemos
que os parâmetros homogêneos (4.5) representam o plano de fundo (background).

Agora, assumindo o princípio cosmológico e fazendo uso das ferramentas discutidas
no capítulo anterior, podemos prosseguir para o estudo da evolução do plano de fundo.

4.1.2 Dinâmica do Plano de Fundo

O primeiro passo na análise da dinâmica das variáveis homogêneas é estabelecer os
colchetes de Poisson. Isso pode ser feito a partir das relações (3.51) e (3.44), usando as



50 Capítulo 4. Perturbações Cosmológicas

equações (4.5). Para o campo escalar e seu momento conjugado, temos

{φ, pφ} =
{ 1
V0

∫
Φ(~x)d3x,

1
V0

∫
PΦ(~x′)d3x′

}
= 1
V 2

0

∫
d3xd3x′{Φ(~x), PΦ(~x′)}

= 1
V 2

0

∫
d3xd3x′δ(~x− ~x′)

= 1
V 2

0

∫
d3x

= 1
V0
,

ou seja
{φ, pφ} = 1

V0
. (4.6)

Analogamente, para a métrica induzida e seu momento conjugado, obtemos

{q̊ij, π̊kl} = 1
V0
δk(iδ

l
j). (4.7)

Os demais colchetes entre as variáveis homogêneas são nulos.

Usando as hipóteses de homogeneidade e isotropia, tanto a métrica induzida quanto
seu momento conjugado devem ser diagonais em coordenadas cartesianas, de forma que
podemos reescrevê-los como

q̊ij = a2δij,

π̊ij = πa
6aδ

ij,
(4.8)

onde a conhecido como fator de escala é uma função do tempo. Representamos π̊ij dessa
forma para que as funções a e πa sejam canonicamente conjugadas

{a, πa} = 1
V0
, (4.9)

relação que pode ser obtida aplicando (4.8) em (4.7).

Agora só precisamos da forma explítica da Hamiltoniana (3.47) para o caso específico
no qual as variáveis canônicas têm a forma (4.3). Aqui podemos ver claramente como as
simetrias simplificam o problema em mãos. Primeiramente, por estarmos lidando com
folhas planas, o termo proporcional ao escalar de Ricci em S se anula. Em seguida, como
estamos lidando com uma métrica homogênea e folhas planas, os símbolos de Christoffel
são todos nulos. Sendo assim, podemos substituir Da por ∂a na expressão dos vínculos.
Mais do que isso, por conta da homogeneidade das variáveis, todas os termos contendo
derivadas espaciais dessas derivadas se anulam. Sendo assim, o vínculo de difeomorfismo
para o plano de fundo é nulo

V(0)
i = 0, (4.10)
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onde o índice (0) se refere ao fato de ser um vínculo relacionado ao plano de fundo (ordem
zero da expansão perturbativa). O vínculo Hamiltoniano de ordem zero, por sua vez, é
dado por

S(0) = −κπ
2
a

12a +
p2
φ

2a3 + a3V (φ) ≈ 0, (4.11)

também conhecido como vínculo de Friedmann. Com isso, obtemos a Hamiltoniana que
determina a dinâmica do plano de fundo

HFLRW =
∫

d3xNS(0) = V0N

[
−κπ

2
a

12a +
p2
φ

2a3 + a3V (φ)
]
, (4.12)

onde estendemos a homogeneidade do sistema para a função lapso N , fazendo com que a
integral resulte simplesmente em um fator de V0. Apesar dessa restrição, N representa
uma das liberdades de calibre do sistema, o que nos permite escolher qualquer função
homogênea não-nula para o lapso. Em cosmologia, duas escolhas são mais corriqueiras:

• N = 1, o que corresponde ao tempo próprio (ou cósmico) t;

• N = a, o que corresponde ao tempo conforme η.

Usandos as relações (4.6) e (4.9), obtemos as seguintes equações de movimento:

ȧ = {a,HFLRW} = −κπa6a , (4.13)

π̇a = {πa, HFLRW} = −
[
κπ2

a

12a2 −
3p2

φ

2a4 + 3a2V (φ)
]
, (4.14)

φ̇ = {φ,HFLRW} = pφ
a3 , (4.15)

ṗφ = {pφ, HFLRW} = −a3dV

dφ
. (4.16)

Isolando pφ na terceira equação acima e substituindo na última, obtemos a equação
de campo:

φ̈+ 3 ȧ
a
φ̇+ dV

dφ
= 0. (4.17)

De forma similar, isolando πa na primeira equação, substituindo na segunda e usando o
vínculo de Friedmann, obtemos a equação da aceleração:

ä

a
= −κ2

[
ρ

3 + P
]
, (4.18)

onde ρ = 1
2 φ̇

2 + V (φ) e P = 1
2 φ̇

2 − V (φ) correspondem respectivamente às densidades de
energia e pressão do campo φ.

Solucionando as equações diferenciais acima, obtém-se a métrica espacial qab através
de (4.8) (e consequentemente a métrica do espaço-tempo gab) bem como o campo escalar
φ(t) para o universo FLRW.
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Esse caso expõe claramente o quanto o princípio cosmológico simplificou o problema
inicial. As hipóteses de homogeneidade e isotropia das variáveis dinâmicas possibilitam
obter as equações de evolução do plano de fundo de forma bastante direta. Como discutimos
anteriormente, essas soluções correspondem aos valores médios das variáveis dinâmicas, em
torno dos quais teremos pequenos desvios. Esses desvios, no entanto, não possuem mais
as simetrias preditas pelo princípio cosmológico. Por isso, para estudar a evolução das
perturbações, é necessário o uso de métodos mais elaborados, como discutiremos a seguir.

4.2 Perturbações no Universo Plano

4.2.1 Variáveis Dinâmicas

As perturbações são definidas na equação (4.4) como sendo as variáveis totais
menos a parte homogênea, ou seja

δφ(t, ~x) = Φ(t, ~x)− φ(t);
δpφ(t, ~x) = PΦ(t, ~x)− pφ(t);
δqab(t, ~x) = qab(t, ~x)− q̊ab(t);
δπab(t, ~x) = πab(t, ~x)− π̊ab(t).

(4.19)

A partir dessas expressões e usandos os colchetes (3.51) e (4.6), conseguimos estabelecer o
colchete de Poisson entre as perturbações δφ e δpφ:

{δφ(~x), δpφ(~x′)} = {Φ(~x)− φ, PΦ(~x′)− pφ}
= {Φ(~x), PΦ(~x′)} − {Φ(~x), pφ} − {φ, PΦ(~x′)}+ {φ, pφ}

= δ(3)(~x− ~x′)− 1
V0

∫
d3x′{Φ(~x), PΦ(~x′)} − 1

V0

∫
d3x{Φ(~x), PΦ(~x′)}+ 1

V0

= δ(3)(~x− ~x′)− 1
V0

∫
d3x′δ(3)(~x− ~x′)− 1

V0

∫
d3xδ(3)(~x− ~x′) + 1

V0

= δ(3)(~x− ~x′)− 1
V0
,

e de forma similar podemos calcular o colchete entre as variáveis δqab e δπab. Obtemos
assim os colchetes

{δφ(~x), δpφ(~x′)} = δ(3)(~x− ~x′)− 1
V0

;

{δqij(~x), δπkl(~x′)} = δk(iδ
l
j)

[
δ(3)(~x− ~x′)− 1

V0

]
.

(4.20)

Os demais colchetes entre perturbações são todos nulos. É interessante notar que a
distribuição δ(3)(~x− ~x′)− 1

V0
é o delta de Dirac para campos puramente heterogêneos. Isso

pode ser visto pensando no que acontece quando multiplicamos esse fator por uma função
f(~x) qualquer e integramos na região do volume V0 (smearing). O termo contendo 1

V0
é
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simplesmente a média de f(~x), como vimos em (4.5), enquanto o primeiro termo resulta
em

∫
d3xf(~x)δ(3)(~x−~x′) = f(~x′). Assim, o resultado dessa operação é f(~x)− 1

V0

∫
d3xf(~x),

ou seja, a função menos sua média, sobrando somente a parte puramente heterogênea de
f(~x).

Como δqij(~x) é simétrico, a princípio temos, para cada ponto do espaço, 6 graus
de liberdade mais um grau de liberdade para a perturbação δφ(~x), além dos outros 7
graus de liberdade associados aos respectivos momentos conjugados, num total de 14
graus de liberdade. No entando, essas perturbações também estão submetidas aos 4
vínculos S e Vi, e como cada vínculo elimina 2 graus de liberdade do sistema, obtemos
por fim 6 graus de liberdade no espaço de fase das perturbações. Com o objetivo de isolar
esses 6 campos físicos, faremos a chamada decomposição escalar-vetorial-tensorial
ou decomposição SVT, que será discutida na próxima seção. Essa decomposição pode
ser realizada no espaço de Fourier [10]. Como estamos lidando com o caso do universo
plano, começamos expandindo as perturbações em seus modos de Fourier por ondas planas:

δφ(~x) = 1
V0

∑
~k

δφ̃(~k)ei~k·~x

δpφ(~x) = 1
V0

∑
~k

δp̃φ(~k)ei~k·~x

δqij(~x) = 1
V0

∑
~k

δq̃ij(~k)ei~k·~x

δπij(~x) = 1
V0

∑
~k

δπ̃ij(~k)ei~k·~x

(4.21)

Para estender a análise para o domínio de Fourier, é necessário encontrar os colchetes
de Poisson entre os modos das perturbações. Faremos esse cálculo para o colchete entre os
modos da métrica e os modos do seu momento conjugado. O cálculo para os modos do
campo escalar são totalmente análogos.

Usando a expansão (4.21) em (4.20), temos 1
V0

∑
~k

δq̃ij(t,~k)ei~k·~x, 1
V0

∑
~k

δπ̃kl(t,~k)ei~k·~x
 = δk(iδ

l
j)

[
δ(3)(~x− ~x′)− 1

V0

]
1
V 2

0

∑
~k,~k′

ei
~k·~xei

~k′·~x′{δq̃ij(~k), δπ̃kl(~k′)} = δk(iδ
l
j)

[
δ(3)(~x− ~x′)− 1

V0

]
.

Multiplicando os dois lados da expressão acima por e~k′′·~x e integrando em ~x, obtemos
1
V 2

0

∑
~k,~k′

ei
~k′·~x′{δq̃ij(~k), δπ̃kl(~k′)}

∫
ei(

~k+~k′′)·~xd3x = δk(iδ
l
j)

∫
ei
~k′′·~x

[
δ(3)(~x− ~x′)− 1

V0

]
d3x.

No lado esquerdo da expressão acima, a integral resulta em V0δ~k,−~k′′ . Do lado direito, a
integral com o primeiro termo resulta em ei

~k′′·~x′ enquanto a integral com o segundo termo



54 Capítulo 4. Perturbações Cosmológicas

é nula. Sendo assim,

1
V0

∑
~k,~k′

ei
~k′·~x′{δq̃ij(~k), δπ̃kl(~k′)}δ~k,−~k′′ = δk(iδ

l
j)e

i~k′′·~x′

1
V0

∑
~k′

ei
~k′·~x′{δq̃ij(−~k′′), δπ̃kl(~k′)} = δk(iδ

l
j)
∑
~k′

δ~k′,~k′′e
i~k′·~x′

,

onde usamos a identidade ei~k′′·~x′ = ∑
~k′ δ~k′,~k′′ei

~k′·~x′ . Substituindo ~k′′ por −~k, obtemos enfim
o colchete de Poisson entre os modos de Fourier da métrica induzida e seu momento
conjugado:

{δq̃ij(~k), δπ̃kl(~k′)} = V0δ
k
(iδ

l
j)δ~k,−~k′ . (4.22)

De maneira similar, obtemos

{δφ̃(~k), δp̃φ(~k′)} = V0δ~k,−~k′ . (4.23)

4.2.2 Decomposição SVT e Liberdade de Calibre

Nesta subseção, discutiremos a decomposição SVT e suas propriedades. Para isso,
é necessário discutir um pouco mais sobre a teoria de perturbações lineares no contexto
da relatividade geral. O propósito do método perturbativo é encontrar soluções novas
a partir de soluções conhecidas para casos razoavelmente próximos. Consideremos uma
equação de Einstein (3.1) cuja solução gab é conhecida. Caso estejamos interessados em
estudar um caso bastante próximo (por exemplo, um pequena modificação δTab no tensor
energia-momento original), podemos procurar por soluções próximas da que conhecemos.
Ou seja, queremos soluções na forma gab + δgab onde o termo gab seja dominante.

Tomando o caso do universo FLRW plano como solução conhecida, podemos
escrever uma solução perturbada como

g00(t, ~x) = −1 + h00(t, ~x)
gi0(t, ~x) = a(t)hi0(t, ~x)
gij(t, ~x) = a(t)2[δij + hij(t, ~x)],

(4.24)

onde h00, h0i e hij são pequenas perturbações da métrica. É possível realizar uma decom-
posição das perturbações de forma a descoplar seus diferentes modos.

Para isso, começamos definindo

h00 = −2A.

Em seguida, por tratar-se de um 3-vetor, podemos reescrever h0i usando a decomposição
de Helmholtz [17], separando as partes longitudinal e transversal:

h0i = ∂iB +Bi (4.25)
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onde B é um escalar espacial e Bi é um 3-vetor1 de divergência nula, ou seja,

∂iBi = 0. (4.26)

Por fim, podemos usar a decomposição de Hodge em hij:

hij = Cδij − ∂i∂jE + ∂iVj + ∂iVj + hTTij , (4.27)

onde C e E são escalares espaciais, V i é um 3-vetor de divergência nula,

∂iV
i = 0, (4.28)

e hTTij é um tensor espacial simétrico, de divergência nula e traço nulo:

∂ihTTij = 0,
δijhTTij = 0.

(4.29)

Com isso, conseguimos separar as partes escalares, vetoriais e tensoriais de cada
componente hµν . A parte escalar das perturbações seriam todos os termos contendo A, B,
C e E, enquanto a parte vetorial corresponde somente aos termos envolvendo Bi e V i, e a
parte tensorial consiste apenas de hTTij . Existe um importante resultado em relatividade
geral, o teorema da decomposição, que afirma que, em primeira ordem, cada um dos
tipos de perturbação evolui separadamente dos demais [17]. Por exemplo, caso estejamos
interessados em estudar a evolução das perturbações escalares, não precisamos saber o que
acontece com as perturbações vetoriais nem tensoriais. Além disso, perturbações escalares
não podem dar origem a perturbações de outro tipo ao longo de sua evolução.

O efeito de transformações de coordenadas sobre essas perturbações deixa essa
independência mais evidente. Como estamos lidando com perturbações, iremos considerar
apenas transformações de coordenadas tais que seu efeito sobre as variáveis originais ainda
seja pequeno o bastante para ser considerado uma perturbação. Ou seja, queremos ver o
efeito de transformações de coordenandas do tipo

t 7→ t′ = t+ ζ(t, ~x);
xi 7→ x′i = xi + ∂iξ(t, ~x) + αi(t, ~x),

(4.30)

onde ζ e ξ são funções no espaço-tempo e αi é um vetor espacial de divergência nula, todos
de pequena magnitude. No caso da variação de xi, apenas aplicamos a decomposição de
Helmholtz no que seria o δx para que fique evidente mais uma vez a contribuição escalar e
a vetorial.
1 Ao longo dessa subseção, subiremos e desceremos índices usando δij por estarmos lidando com

perturbações no universo FLRW plano
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É possível mostrar que, sob a transformção descrita acima, as perturbações escalares
se transformam da seguinte forma [17]:

A 7→ A− ∂tζ,

B 7→ B − 1
a
ζ + a∂tξ,

C 7→ C − ȧ

a
ζ,

E 7→ E + ξ,

(4.31)

e como esperado, os resultados não produziram nenhum tipo de perturbação que não seja
escalar. Para as perturbações vetoriais, temos

V i 7→ V i − αi, (4.32)

que é puramente vetorial, notando que αi é a parte puramente vetorial de δx. O caso das
perturbações tensoriais é particularmente interessante:

hTTij 7→ hTTij (4.33)

ou seja, hTTij é invariante por transformações de coordenadas. Isso significa que as pertur-
bações tensoriais são grandezas físicas e não existe uma escolha de calibre capaz de fazer
com que surjam ou desapareçam perturbações dessa natureza. Já o efeito dessas mudanças
de coordenada na perturbação do campo escalar é dada por

δΦ(t, ~x) 7→ δΦ(t, ~x)− dφ

dt
(t)ζ(t, ~x), (4.34)

mostrando que, como essa perturbação é relativa ao campo escalar do plano de fundo,
e já que o campo homogêneo depende da escolha da coordenada temporal, a forma da
perturbação também vai depender dessa escolha.

Entender como transformações de coordenada afetam as perturbações nos permite
usar essa liberdade de escolha para simplificar a análise. Um calibre bastante útil e que
será usado neste trabalho é o fatiamento plano, que consiste no calibre no qual a parte
espacial da métrica, do ponto de vista das perturbações escalares, pode ser escrita como
gij = a2δij. O elemento de linha pode ser escrito como:

ds2 = −[1 + 2A(t, ~x)]dt2 − 2a(t)∂iBdtdxi + a(t)2δijdxidxj, (4.35)

ou seja, trata-se de uma escolha de calibre na qual as perturbações escalares C e E (partes
escalares de hij) são nulas. Para isso, partindo da forma geral dessas perturbações, podemos
fazer a mudança de coordenadas com

ζ = a

ȧ
C,

ξ = −E.
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Dessa forma, a parcela escalar das perturbações é caracterizada somente pelas funções A e
B. Como nosso objetivo nesse texto é focar nas perturbações escalares, o uso do fatiamento
plano nos permite fazer cálculos considerando somente a parte homogênea da métrica
induzida, a2δij.

4.2.3 Decomposição SVT no espaço de Fourier

Retornemos a discussão para o espaço de fase. Feita a expansão em série de Fourier
das perturbações (4.21), é possível criar uma base ortonormal no espaço dos momentos
com 6 elementos formando 3 pares de modos escalares, vetorial e tensorial [10]:

A
(1)
ij = q̊ij√

3
, A

(2)
ij =

√
3
2

(
k̂ik̂j −

q̊ij
3

)
,

A
(3)
ij = 1√

2
(k̂ix̂j + k̂jx̂i), A

(4)
ij = 1√

2
(k̂iŷj + k̂j ŷi),

A
(5)
ij = 1√

2
(x̂iŷj + x̂j ŷi), A

(6)
ij = 1√

2
(x̂ix̂j − ŷiŷj),

(4.36)

onde k̂ é o unitário da direção de ~k e k̂, x̂ e ŷ formam um conjunto ortonormal de vetores
unitários. É fácil mostrar que

A
∗(n)
ij (~k)Aij(m)(~k) = δnm. (4.37)

Os comportamentos escalar, vetorial e tensorial dos termos da base podem não ser tão
evidentes a princípio, mas fica claro quando consideramos, dado um certo ~k, o grupo de
rotações que mantêm k̂ fixo, mas alteram x̂ e ŷ. Sob essas transformações, é evidente
que A(1)

ij e A(2)
ij não serão alterados, pois não dependem nem x̂ nem de ŷ. Da mesma

forma, podemos ver que A(3)
ij e A(4)

ij se transformam como vetores, enquanto A(5)
ij e A(6)

ij se
transformam como (0,2)-tensores.

Podemos então expandir as perturbações δq̃ij(~k) e δπ̃ij(~k) nessa base:

δq̃ij(~k) =
6∑

n=1
γ̃n(~k)A(n)

ij (~k),

δπ̃ij(~k) =
6∑

n=1
π̃n(~k)Aij(n)(~k),

(4.38)

onde γ̃n(~k) e π̃n(~k) são chamados de modos de δq̃ij(~k) e δπ̃ij(~k), respectivamente. Por
conta da forma como os A(n)

ij (~k) se transformam, chamamos os γ̃n(~k) e π̃n(~k) de: modos
escalares para n = 1, 2; modos vetoriais para n = 3, 4 e; modos tensoriais para n = 5, 6.
Como os A(n)

ij (~k) formam uma base ortonormal, temos que

γ̃n(~k) = Aij(n)(~k)δq̃ij(~k),

π̃n(~k) = A
(n)
ij (~k)δπ̃ij(~k).
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Podemos então usar (4.20) para encontrar os colchetes de Poisson entre os modos:

{γ̃n(~k), π̃m(~k′)} = Aij(n)A
(m)
rs {δq̃ij(~k), δπ̃rs(~k′)}

= V0δnmδ~k,−~k′ ,

{γ̃n(~k), γ̃m(~k′)} = 0,
{π̃n(~k), π̃m(~k′)} = 0,

(4.39)

Com 6 pares de modos γ̃n(~k) e π̃n(~k) juntamente com o par δφ̃(~k) e δp̃φ(~k), temos
um total de 14 coordenadas, como no início. Os vínculos Hamiltoniano e de difeomorfismo
se estendem para as perturbações, e assim obtemos novas relações entre esses modos,
estabelecendo os vínculos entre essas variáveis. Sendo assim, o número de graus de liberdade
é 6 (pois temos 4 vínculos) e podemos usar as variáveis livres para estabelecer calibres
conforme desejarmos, desde que as demais restrições sejam satisfeitas.

Na descrição em modos, o fatiamento plano é dado pela seguinte escolha [10]:

γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 0, (4.40)

e como lidaremos apenas com modos escalares de agora em diante, podemos considerar δq̃
como nulo ao longo de toda a análise. O fatiamento plano faz uso de toda liberdade de
calibre disponível.

Agora, usando a decomposição SVT para isolar as perturbações escalares, fazendo
a decomposição das perturbações em seus modos, estabelecendo suas relações canônicas e
escolhendo o fatiamento plano como calibre, estamos prontos para expandir a Hamiltoniana
em uma série perturbativa, para que possamos finalmente obter uma descrição da dinâmica
das perturbações (escalares).

4.2.4 Hamiltoniana das perturbações cosmológicas

Para obter a Hamiltoniana das perturbações escalares, começamos reescrevendo os
vínculos

S = 2κ
√
q

(
πijπij −

1
2π

2
)
−
N
√
q

2κ
(3)R + 1

2√qP
2
Φ

+
√
q

2 DiΦDiΦ +√qV (Φ) ≈ 0,
(4.41)

Vi = −2√qqijDl

(
πjl
√
q

)
+ PΦDiΦ ≈ 0 (4.42)

como séries perturbativas:

S(~x) = S(0) + S(1)(~x) + S(2)(~x) + ...

Vi(~x) = V(0)
i + V(1)

i (~x) + V(2)
i (~x) + ...,

(4.43)
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ou seja, o índice (0) indica os termos dos vínculos que são independentes das perturbações,
o índice (1) indica dependência linear com relação às perturbações e o índice (2) são os
termos de segunda ordem. Para isso, basta substituir (4.4) em (4.41) e (4.42), usando a
expansão em série de Fourier e a decomposição SVT quando necessário. Esses cálculos,
apesar de bastante diretos, são bastante extensos e podem ser vistos em detalhe no
Apêndice B. Os termos do vínculo S até segunda ordem são

S(0) = − κ

12aπ
2
a + 1

2a3p
2
φ + a3V (φ) (4.44)

S(1)(~x) = − κ√
3a2

πaπ1(~x) + 1
a3pφδpφ(~x) + a3V ′(φ)δφ (4.45)

S(2)(~x) = −κπ
2
1(~x)
a3 − κπ2

2(~x)
a3 + 1

2a3 δp
2
φ(~x)

+ a3

2 ∂iδφ(~x)∂iδφ(~x) + a3

2 V
′′(φ)δφ2

+ 3κ
a3 ∂

i∂j∂−2π2(~x)∂i∂j∂−2π2(~x),

(4.46)

enquanto os termos do vínculo Vi até segunda ordem são

V(0)
i = 0; (4.47)

V(1)
i (~x) = − 2√

3
∂iπ1(~x)− 2

√
2
3∂iπ2(~x) + pφ∂iδφ(~x) (4.48)

V(2)
i (~x) = δpφ(~x)∂iδφ(~x), (4.49)

onde
πn(~x) := 1

V0

∑
~k

π̃n(~k)ei~k·~x. (4.50)

para n = 1, 2 corresponde à transformada inversa dos modos escalares de δπ̃ij(~k). Aqui
vale lembrar que, por conta da escolha de calibre, não aparecem termos similares para
γ̃n(~k) em nenhum dos termos das séries acima.2

Como pequenas perturbações nas variáveis dinâmicas implicam na quebra das
simetrias, é necessário estender essas noções também para a escolha de referencial adotada.
Isso pode ser feito através da função lapso e do vetor de shift, escrevendo-os como N+δN(~x)
e N i + δN i(~x) respectivamente, onde N e N i representam os parâmetros homogêneos,
enquanto os termos com δ representam suas respectivas perturbações (que assim como
no caso das variáveis dinâmicas, carregam consigo toda heterogeneidade e anisotropia
desses parâmetros). Além disso, N i = 0 por isotropia. Usando isso, juntamente com a
expansão (4.43), em (3.47), podemos escrever a Hamiltoniana total também como uma
2 Por consistência, é necessário impor que ˙̃γn(~k) = 0 para que o calibre se mantenha ao longo de toda

análise. Essa imposição, no entanto, não interfere na análise até segunda ordem nas perturbações. Em
terceira ordem, essas condições de consistência impõem novos vínculos envolvendo as perturbações do
lapso e do shift [10].
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série perturbativa:

H =
∫

d3x[N + δN(~x)][S(0) + S(1)(~x) + S(2)(~x)] + δN i(~x)[V(1)
i (~x) + V(2)

i (~x)]

= H(0) +H(1) +H(2) +H(3),
(4.51)

o que define os termos da série como

H(0) :=
∫

d3xNS(0)

H(1) :=
∫

d3x[δN(~x)S(0) +NS(1)(~x)]

H(2) :=
∫

d3x[NS(2)(~x) + δN(~x)S(1)(~x) + δN i(~x)V(1)
i (~x)]

H(3) :=
∫

d3x[δN(~x)S(2)(~x) + δN i(~x)V(2)
i (~x)].

(4.52)

As perturbações são feitas em torno da solução para o universo FLRW, logo é
natural impor que os resultados encontrados na primeira seção deste capítulo continuem
válidos, já que eles envolvem apenas as variáveis homogêneas, que são assumidas dominantes.
Sendo assim, S(0) ≈ 0 mesmo quando estudamos apenas as perturbações.

O próximo passo envolve impor os vínculos de primeira ordem, S(1) = 0 e V(1)
i = 0,

com o objetivo de escrever as variáveis π1 e π2 em termos de δφ e δpφ. Isolando π1 em
(4.45), temos que

π1 =
√

3
κπa

[
pφ
a
δpφ + a5V ′(φ)δφ

]
. (4.53)

Usando esse resultado em (4.48) e isolando π2, temos que

π2 =
√

3
2

[(
pφ
2 −

a5V ′(φ)
κπa

)
δφ− pφ

κaπa
δpφ

]
. (4.54)

Outra consequência da imposição desses vínculos é que as Hamiltonianas de ordem zero e
de primeira ordem sejam totalmente vinculadas. Além disso, a Hamiltoniana de segunda
ordem torna-se simplesmente

H(2) =
∫

d3xNS(2)(~x), (4.55)

ou seja, as perturbações do lapso e do shift tornam-se relevantes apenas na Hamiltoniana de
terceira ordem, que não será estudada neste trabalho. Sendo assim, nos resta substituir as
expressões encontradas para π1 e π2 em S(2) para obtermos a Hamiltoniana das perturbações
em termos das perturbações do campo escalar e de seu momento conjugado. Para isso, é
útil notar a partir das relações (4.53) e (4.54) que

π2
2 = 1

2π
2
1 −
√

3
2 π1pφδφ+ 3

8p
2
φδφ

2,
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o que permite algumas simplificações. Além disso, podemos fazer duas integrações por
partes para lidar com o termo envolvendo a inversa da Laplaciana ∂−2:∫

d3x
3κ
a3 ∂

i∂j∂−2π2(~x)∂i∂j∂−2π2(~x) =
∫

d3x
3κ
a3 ∂

i∂i∂
−2π2(~x)∂j∂j∂−2π2(~x)

=
∫

d3x
3κ
a3 π

2
2.

Por fim, é necessário realizar a transformação canônica

δpφ 7→ δpφ = δpφ −
3p2

φ

aπa
δφ (4.56)

para eliminar um termo envolvendo δφδpφ. Feita essa transformação, renomeamos δpφ
como δpφ novamente e obtemos a finalmente a Hamiltoniana das perturbações

H(2) = N

2

∫
d3x

[ 1
a3 δp

2
φ + a3(~∂δφ)2 + a3Uδφ2

]
, (4.57)

onde
U = −9

p4
φ

a8π2
a

+ 3
2κ
pφ
a6 −

6pφ
aπa

V ′ + V ′′. (4.58)

A partir de (4.57), podemos usar os colchetes de Poisson

˙δφ = {δφ,H(2)},
˙δpφ = {δpφ, H(2)},

(4.59)

para obter a equação de movimento

[�− U(t)]δφ(t, ~x) = 0, (4.60)

onde � é o D’Alambertiano da métrica FLRW. Ou seja, obtemos uma equação de mo-
vimento linear com relação à perturbação do campo escalar. Essa equação descreve a
dinâmica das perturbações cosmológicas, o que pode parecer demasiado simples já que
a (4.60) envolve somente a perturbação do campo escalar. No entanto, essa equação é
consequência de todas as hipóteses que assumimos ao longo do caminho, incluindo os
vínculos de ordem zero e primeira ordem. Os vínculos de primeira ordem estebelecem uma
relação direta entre a perturbação do campo escalar e a perturbação da métrica (através
dos modos π1 e π2) de forma que uma vez encontradas as perturbações δφ, as demais
podem ser obtidas por meios dos vínculos.
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5 Conclusões

Ao longo dessa dissertação, vimos em detalhe como estabelecer o formalismo Ha-
miltoniano das perturbações cosmológicas. Começamos estudando sistemas Hamiltonianos
vinculados e vimos que, apesar de se tratar de uma generalização, os vínculos surgem
naturamente ao longo da análise e após seu tratamento, o método é bastante similar ao
que estamos acostumados.

Em seguida, vimos como a folheação do espaço-tempo nos permitiu definir um
campo normal na, que por sua vez nos permitiu definir o campo temporal ta, que está
intimamente relacionado à escolha de referencial. Essa associação se dá através da função
lapso N e do vetor de shift Na. A partir do campo temporal, conseguimos estabelecer uma
noção bem definida de derivada temporal como a derivada de Lie com relação a ta. Além
disso, a folheação nos permite obter a métrica induzida qab sobre as folhas espaciais a
partir da métrica do espaço-tempo gab. Com isso, a interpretação do espaço-tempo como a
história do espaço se torna bastante palpável. Ao reescrever a ação de Einstein-Hilbert em
termos dessas variáveis usando as relações de curvatura descritas, obtivemos os vínculos
primários a partir dos momentos conjugados de N e Na, e a partir da Hamiltoniana
“primária” e das condições de consistência sobre os vínculos primários, obtivemos então os
vínculos secundários SG e VG

i que descrevem totalmente a Hamiltoniana proveniente da
ação de Einstein-Hilbert. Fizemos então um tratamento semelhante a partir da Lagragiana
de acoplamento mínimo LM do campo escalar Φ(~x), de onde tiramos outros dois vínculos
SM e VM

i . Ao escrevermos a Hamiltoniana total (incluindo a influência da matéria), vimos
que N e Na atuam como multiplicadores de Lagrange relativos aos vínculos S e Vi, o que
reforça o caráter arbitrário dessas variáveis, com a ressalva de que o lapso e o shift devem
ser escolhidos de forma que o campo temporal seja tipo tempo. Os vínculos primários
pN = 0 e pa = 0 também apontam para o fato de que esses multiplicadores não devem ter
influência sobre a dinâmica do espaço-tempo.

Já no Capítulo 4 vimos que o princípio cosmológico impõe duas importantes
simetrias sobre o plano de fundo: a homogeneidade e a isotropia, que são fortemente
corroboradas pelas medições da CMB. Essas simetrias nos permitem interpretar as variáveis
dinâmicas correspondentes ao plano de fundo como uma média sobre uma região de volume
arbitrariamente grande. A geometria espacial é então completamente descrita por uma
única variável a, o fator de escala, com momento conjugado pa. Assumindo a partir de
então que estamos lidando com o universo plano, conseguimos realizar uma transformação
canônica de qij para a com momento conjugado πa. A forma dos vínculos S e Vi fica
bastante simplificada nesse caso, e podemos encontrar as equações de movimento a
partir das variáveis a, πa e φ e pφ. A combinação dessas equações resulta nas conhecidas
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equações da aceleração e de Klein-Gordon, mostrando que o formalismo Hamiltoniano da
Relatividade Geral fornece o mesmo conjunto de equações da análise tradicional partindo
das equações de Einstein, o que era esperado mas reforça o fato de que as duas abordagens
são equivalentes.

Então, decompusemos as variáveis dinâmicas em uma parcela homogênea predomi-
nante (média) somada de uma pequena perturbação que carregaria consigo toda parte
não-simétrica dessas variáveis. Fizemos então a expansão em ondas planas das perturbações
e obtivemos os colchetes entre os coeficientes das perturbações, o que nos permitiu fazer a
análise no espaço de momentos ~k. Discutimos então a decomposição SVT, uma ferramenta
poderosa que nos permite estudar isoladamente os modos escalares, vetoriais ou tensoriais
das perturbações. Vimos, pela forma como esses modos se transformam, que é sempre
possível realizar uma transformação de coordenadas de tal forma a obter o chamado
fatiamento plano. Essa escolha de calibre simplifica enormemente a análise, pois faz com
que os modos escalares sejam totalmente caracterizados pelo campo escalar e seu momento
conjugado, nos permitindo usar qij = aδij ao longo de todos os cálculos a partir de então.
A partir dessas transformações também conseguimos constatar que os modos tensoriais são
invariantes por calibre, ou seja, correspondem a grandezas físicas (que estão intimamente
relacionadas com ondas gravitacionais). Conscientes da decomposição SVT, voltamos ao
espaço de momentos, onde mostramos que é possível decompor os coeficientes δq̃ij e δπ̃ij

em termos de uma base ortonormal A(n)
ij , cujos elementos podem ser divididos em 3 pares:

2 escalares, 2 vetoriais e 2 tensoriais. Com essa decomposição, fomos capazes de fixar
o calibre de fatiamento plano no espaço dos momentos e vimos que essa escolha esgota
completamente a liberdade de calibre do sistema, de forma que os modos escalares são
completamente descritos por δφ̃ e δp̃φ.

Focando exclusivamente na parte escalar das perturbações, encontramos as séries
perturbativas dos vínculos até segunda ordem. Aqui é um bom momento para apreciar
o quão útil foi fazer a expansão em série de Fourier das perturbações, pois caso isso
não tivesse sido feito, encontrar os termos de segunda ordem desses vínculos (como por
exemplo o termo proporcional a ∂i∂j∂−2π2(~x)∂i∂j∂−2π2(~x)) teria sido certamente muito
mais trabalhoso. Encontradas as séries perturbativas do vínculos, a série perturbativa da
Hamiltoniana segue naturalmente. Impondo os vínculos de ordem zero (para que a solução
homogênea continue sendo solução) e de primeira ordem, conseguimos escrever os modos
escalares do momento conjugado à perturbação da métrica em termos da perturbação
do campo escalar e seu momento conjugado, π1 = π1(δφ, δpφ) e π2 = π2(δφ, δpφ). Feita
essa imposição, os termos de ordem zero e de primeira ordem da série perturbativa da
Hamiltoniana se anulam, e a dinâmica das perturbações é então descrita pela termo de
segunda ordem. Com a fórmula da Hamiltoniana de segunda ordem e as relações derivadas
ao longo do capítulo, chegamos na equação de forma razoavelmente simples (4.60), que
descreve a evolução da perturbação do campo escalar no calibre escolhido.
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Apesar de se tratar de um procedimento extenso, cada etapa do desenvolvimento
até a chegada na equação final é bastante direta dado o método descrito no Capítulo 2.
É notável como o uso do formalismo canônico foi o que tornou o estudo de um assunto
tão complexo em algo intuitivo, ainda que trabalhoso. Para futuros trabalhos, planejamos
adaptar o que foi visto no Capítulo 4 para universos fechados. Dentre as adaptações
necessárias, teríamos antes de qualquer coisa a presença de um termo de curvatura no
vínculo Hamiltoniano. Também nos vínculos, teriamos de tratar das derivadas covariantes
usando símbolos de Christofel. Além disso, teríamos de expandir as perturbações em
harmônicos hiperesféricos ao invés de ondas planas e a decomposição SVT no espaço de
momentos também não teria a mesma forma. Obtidas as equações de movimento nos dois
casos, podemos usar métodos numéricos para comparar os resultados, principalmente no
que se refere ao regime pré-inflacionário.
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APÊNDICE A – Equação de Ricci

Neste apêndice iremos demonstrar a equação de Ricci. Considere a derivada de Lie
de Kab com relação a na:

LnKab = nc∇cKab +Kac∇bn
c +Kbc∇an

c.

Do primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos

nc∇cKab = nc∇c(∇anb + nan
d∇dnb)

= nc∇c∇anb + (nc∇cna)(nd∇dnb) + nan
c∇c(nd∇dnb).

Definindo a aceleração normal como Aa := nb∇bna, tal que Aana = 0, podemos
reescrever a última expressão da seguinte forma:

nc∇cKab = nc∇c∇anb + AaAb + nan
c∇c(nd∇dnb).

Da definição de qab = gab + nanb, temos que nanc = −gac + qa
c, o que resulta em

nc∇cKab = nc∇c∇anb + AaAb + (−gac + qa
c)∇c(nd∇dnb)

= nc∇c∇anb + AaAb − (∇an
d)(∇dnb)− nd∇a∇dnb + qa

c∇c(nd∇dnb)
= nc∇c∇anb + AaAb − (∇an

d)(∇dnb)− nd∇a∇dnb + qa
c∇cAb.

Analisando o último termo separadamente, temos que

qa
c∇cAb = qa

cgb
e∇cAe

= qa
c(qbe − nbne)∇cAe

= qa
cqb

e∇cAe − qacnbne∇cAe

= DaAb − qacnbne∇cAe.

Como Aana = 0, temos que ne∇cAe = −Ae∇cn
e de forma que

qa
c∇cAb = DaAb + qa

cnbAe∇cn
e

= DaAb + nbAe∇an
e + nanbn

cAe∇cn
e,

e finalmente obtemos para o primeiro termo de LnKab

nc∇cKab = nc(∇c∇a −∇a∇c)nb + AaAb +DaAb − (∇an
d)(∇dnb)

+ nbAe∇an
e + nanbAe(nc∇cn

e)
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Os demais termos da derivada de Lie são dados por

Kac∇bn
c +Kbc∇an

c = (∇anc)(∇bn
c) + nbn

c(∇cn
d)(∇and) +Kac(Kb

c − nbnd∇dn
c)

= (∇anc)(∇bn
c) +KacKb

c − nand(∇dnc)nbne∇en
d.

Vários desses termos presentes na derivada de Lie se cancelam, pois

(∇anc)(∇bn
c)− (∇an

d)(∇dnb) + nb(∇an
e)(nc∇cne)

= (∇an
c)(∇bnc −∇cnb + nbn

d∇dnc)
= (∇an

c)[qbd(∇dnc −∇cnd) + nbn
d∇dnc]

= (∇an
c)[qbd(∇dnc −∇cnd)]

= (∇an
c)[qbdqce(∇dne −∇end)− qbdncne(∇dne −∇end)]

= (∇an
c)[(Kbc −Kcb)− ncne∇enb]

= nc(∇an
c)ne∇enb

= 0,

onde em vários momentos usamos na∇bn
a = 0, pois nana = −1.

Agrupando os termos restantes, reconhecendo que Racbdn
cnd = nc(∇a∇c−∇c∇c)nb

e isolando esse termo, chegamos à forma final da equação de Ricci

Racbdn
cnd = −LnKab +KacK

c
b +DaAb + AaAb (A.1)
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APÊNDICE B – Cálculo das Séries
Perturbativas dos Vínculos

Neste apêndice faremos em detalhe os cálculos dos termos das séries perturbativas
dos vínculos S e Vi correspondentes às perturbações escalares, separando-os ordem a
ordem. Por praticidade, repetiremos aqui as expressões dos vínculos (3.49) e (3.50):

S = 2κ
√
q

(
πijπij −

1
2π

2
)
−
N
√
q

2κ
(3)R + 1

2√qP
2
Φ

+
√
q

2 DiΦDiΦ +√qV (Φ) ≈ 0
(B.1)

Vi = −2√qqijDl

(
πjl
√
q

)
+ PΦDiΦ ≈ 0, (B.2)

O objetivo aqui é reescrever cada um dos vínculos como uma série perturbativa

S(~x) = S(0) + S(1)(~x) + S(2)(~x) + ...;
Vi(~x) = V(0)

i + V(1)
i (~x) + V(2)

i (~x) + ...,
(B.3)

expandindo-as até segunda ordem. Para isso, escreveremos as variáveis canônicas na forma
(4.4) em (B.1) e (B.2) e agruparemos os termos obtidos ordem a ordem. Por simplicidade,
ao longo desse apêndice, iremos omitir a dependência em ~x ao longo de muitas passagens,
mas reforçamos aqui que essa dependência se dá sempre através das perturbações.

Os cálculos dos termos envolvendo δπij são bastante trabalhosos e por isso cada
etapa será descrita de forma mais minuciosa. Contudo, alguns termos são consideravelmente
mais simples. Por exemplo, como estamos estudando o universo plano, o termo proporcional
a (3)R em (B.1) é nulo. Além disso, pela escolha de calibre que fizemos, as perturbações
escalares da métrica induzida são nulas. Isso nos permite usar

qij = a2δij

ao longo dos cálculos, já que estaremos lidando somente com perturbações escalares. Como
consequência disso, temos também que

√
q = a3.

Dessa forma, o termo contendo PΦ em (B.1) pode ser escrito como

1
2√qP

2
Φ = 1

2a3 (pφ + δpφ)2

= 1
2a3p

2
φ + 1

a3pφδpφ + 1
2a3 δp

2
φ,

(B.4)
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sendo o primeiro de ordem zero, o segundo de primeira ordem e o terceiro de segunda
ordem. Por isso, eles fazem parte de S(0), S(1) e S(2) respectivamente.

Já o termo de S contendo derivadas de Φ é puramente de segunda ordem. Como se
trata de um campo escalar, temos que DiΦ = ∂iΦ e como φ corresponde à parte homogênea
do campo, temos que

√
q

2 DiΦDiΦ = a3

2 ∂i(φ+ δφ)∂i(φ+ δφ)

= a3

2 ∂iδφ∂
iδφ.

(B.5)

No caso do termo contendo o potencial V (Φ), podemos fazer sua expansão em série
de Taylor em torno de Φ = φ:

√
qV (Φ) = a3

[
V (φ) + V ′(φ)δφ+ 1

2V
′′(φ)δφ2 + ...

]
, (B.6)

onde V ′(φ) e V ′′(φ) são respectivamente a primeira e segunda derivada de V com relação
a Φ avaliadas em Φ = φ.

Por fim, temos os termos contendo o momento πij. Começamos separando πijπij
ordem a ordem e então calculamos cada um deles separadamente:

πijπij = (̊πij + δπij)(̊πij + δπij)
= π̊ijπ̊ij + 2π̊ijδπij + δπijδπij.

(B.7)

Usando (4.8), o primeiro termo fica

π̊ijπ̊ij = π̊ijπ̊lmq̊liq̊mj

=
(
πa
6a

)2
a4δijδlmδliδmj

= π2
a

36a
2δijδij

= π2
aa

2

12 .

Para calcular o segundo e o terceiro termo, precisaremos dos modos escalares da perturbação.
Usando somente os modos escalares de (4.38), podemos escrever

δπ̃ij(~k) = π̃1(~k)Aij(1)(~k) + π̃2(~k)Aij(2)(~k) (B.8)

nos cálculos que seguem, onde

Aij(1) = q̊ij√
3

Aij(2)(~k) =
√

3
2

[
k̂ik̂j − q̊ij

3

]
.

(B.9)
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Com isso, podemos começar o cálculo do termo de primeira ordem em (B.7) escrevendo a
expansão em ondas planas explicitamente:

π̊ijδπij = π̊ijδπlmq̊liq̊mj

= πa
6aδ

ij

 1
V0

∑
~k

δπ̃lm(~k)ei~k·~x
 q̊liq̊mj.

Notando que

δij q̊liq̊mj = a2q̊ij q̊liq̊mj = a2q̊lm,

podemos simplificar a expressão anterior:

π̊ijδπij = aπa
6

 1
V0

∑
~k

δπ̃ij(~k)q̊ijei
~k·~x

 .
Uma consequência interessante da escolha de base que adotamos em (B.9) é que

podemos escrever q̊ij em termos de A(1)
ij :

q̊ij =
√

3A(1)
ij .

Usando essa relação e a ortonormalidade dos elementos da base podemos mostrar que

q̊ijδπ̃
ij(~k) =

√
3A(1)

ij [π̃1(~k)Aij(1)(~k) + π̃2(~k)Aij(2)(~k)]

=
√

3π̃1(~k),

o que nos permite chegar na expressão final para o termo de primeira ordem de (B.7)

π̊ijδπij = aπa
6

 1
V0

∑
~k

√
3π̃1(~k)ei~k·~x


= aπa

2
√

3
π1,

onde
π1(~x) := 1

V0

∑
~k

π̃1(~k)ei~k·~x. (B.10)

Um procedimento semelhante pode ser feito para o termo de segunda ordem.
Começando pela expansão em série de Fourier, obtemos

δπijδπij =
 1
V0

∑
~k

δπ̃ij(~k)ei~k·~x
 1

V0

∑
~k′

δπ̃ij(~k′)ei
~k′·~x


= 1
V 2

0

∑
~k,~k′

δπ̃ij(~k)δπ̃ij(~k′)ei(
~k+~k′)·~x.
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Novamente, reescrevemos as perturbações acima usando (B.8) para que possamos expressar
o termo de segunda ordem em termos dos modos escalares:

δπ̃ij(~k)δπ̃ij(~k′) = [π̃1(~k)Aij(1)(~k) + π̃2(~k)Aij(2)(~k)][π̃1(~k′)A(1)
ij (~k′) + π̃2(~k′)A(2)

ij (~k′)].

Assim, obtemos quatro termos envolvendo tanto ~k quanto ~k′. Mas como A(1)
ij = q̊ij√

3 não
depende de ~k, temos que A(1)

ij (~k)Aij(1)(~k′) = 1 e A(1)
ij (~k)Aij(2)(~k′) = A

(2)
ij (~k)Aij(1)(~k′) = 0, o que

implica que

δπ̃ij(~k)δπ̃ij(~k′) = π̃1(~k)π̃1(~k′) + π̃2(~k)π̃2(~k′)A(2)
ij (~k)Aij(2)(~k′).

Precisamos agora avaliar o termo envolvendo A(2)
ij (~k)Aij(2)(~k′). Usando novamente (B.9),

obtemos

A
(2)
ij (~k)Aij(2)(~k′) = 3

2

[
k̂ik̂j − q̊ij

3

] [
k̂′ik̂
′
j −

q̊ij
3

]

= 3
2 k̂

ik̂j
[
k̂′ik̂
′
j −

q̊ij
3

]
,

pois q̊ij é proporcional a A(1)
ij . Logo,

A
(2)
ij (~k)Aij(2)(~k′) = 3

2

[
k̂ik̂j k̂′ik̂

′
j −

1
3 k̂

ik̂i

]
= 3

2 k̂
ik̂j k̂′ik̂

′
j −

1
2 .

Usando esse resultado na expressão original para o termo de segunda ordem e
separando novamente os somatórios de ~k e ~k′

δπijδπij =
 1
V0

∑
~k

π̃1(~k)ei~k·~x
 1

V0

∑
~k′

π̃1(~k′)ei~k′·~x


− 1

2

 1
V0

∑
~k

π̃2(~k)ei~k·~x
 1

V0

∑
~k′

π̃2(~k′)ei~k′·~x


+ 3

2

 1
V0

∑
~k

kikj

klkl
π̃2(~k)ei~k·~x

 1
V0

∑
~k′

k′ik
′
j

k′mk′m
π̃2(~k′)ei~k′·~x

 ,
onde no último termo escrevemos explicitamente o produto dos vetores unitários como
k̂ik̂j = kikj

klkl
. Usando o fato de que

∂iπ2(~x) = 1
V0

∑
~k

kiπ̃2(~k)ei~k·~x,

e definindo
∂i
−1π2(~x) := 1

V0

∑
~k

1
ki
π̃2(~k)ei~k·~x,
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podemos finalmente escrever o termo de segunda ordem como

δπijδπij = π2
1 −

1
2π

2
2 + 3

2∂
i∂j∂−2π2∂i∂j∂

−2π2, (B.11)

onde ∂−2π2 = ∂l
−1∂l

−1
π2.

Agrupando os resultados, temos que

πijπij = π2
aa

2

12 + aπa

2
√

3
π1 + π2

1 −
1
2π

2
2 + 3

2∂
i∂j∂−2π2∂i∂j∂

−2π2 (B.12)

Para finalizar o cálculo de S, nos resta avaliar o termo contendo o traço do momento.
Primeiramente, calculamos o traço:

π = q̊ijπ
ij

= q̊ij (̊πij + δπij)

= a2δij
πa
6aδ

ij + 1
V0

∑
~k

q̊ijδπ̃
ij(~k)ei~k·~x

= aπa
2 +

√
3π1.

Usando esse resultado, obtemos que

1
2π

2 = 1
2

(
a2π2

a

4 +
√

3aπaπ1 + 3π2
1

)

= 1
8a

2π2
a +
√

3
2 aπaπ1 + 3

2π
2
1.

Por fim, podemos somar (B.12) a esse resultado para obter o termo que falta em S:

2κ
√
q

(
πijπij −

1
2π

2
)

= − κ

12aπ
2
a

− κ√
3a2

πaπ1

− κπ2
1

a3 −
κπ2

2
a3 + 3κ

a3 ∂
i∂j∂−2π2∂i∂j∂

−2π2.

(B.13)

Agrupando ordem a ordem os termos encontrados, conseguimos enfim encontrar os termos
da série perturbativa de S até segunda ordem:

S(0) = − κ

12aπ
2
a + 1

2a3p
2
φ + a3V (φ) (B.14)

S(1)(~x) = − κ√
3a2

πaπ1(~x) + 1
a3pφδpφ(~x) + a3V ′(φ) (B.15)

S(2)(~x) = −κπ
2
1(~x)
a3 − κπ2

2(~x)
a3 + + 1

2a3 δp
2
φ(~x)

+ a3

2 ∂iδφ(~x)∂iδφ(~x) + a3

2 V
′′(φ)

+ 3κ
a3 ∂

i∂j∂−2π2(~x)∂i∂j∂−2π2(~x)

(B.16)
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O procedimento para o vínculo de difeomorfismo é idêntico. Com base em argu-
mentos apresentados ao longo do cálculo anterior, a expressão para Vi pode ser reescrita
da seguinte forma:

Vi = −2√qqijDl

(
πjl
√
q

)
+ PΦDiΦ

= −2q̊ij∂lδπjl + pφ∂iδφ+ δpφ∂iδφ.

Precisamos agora avaliar o primeiro termo, que contém derivadas da perturbação do
momento πij. Usando mais uma vez a expansão em ondas planas e a decomposição nos
modos escalares, obtemos a expressão

∂lδπ
jl = ∂l

 1
V0

∑
~k

δπ̃jl(~k)ei~k·~x


= ∂l

 1
V0

∑
~k

[π̃1(~k)Aij(1)(~k) + π̃2(~k)Aij(2)(~k)]ei~k·~x
 .

Avaliando a primeira derivada, temos que

∂l

 1
V0

∑
~k

π̃1(~k)Aij(1)(~k)ei~k·~x
 = 1

V0

∑
~k

q̊jl√
3
klπ̃1(~k)ei~k·~x

= 1√
3

1
V0

∑
~k

kjπ̃1(~k)ei~k·~x

= 1√
3
∂jπ1.

Avliando a segunda derivada, temos que

∂l

 1
V0

∑
~k

π̃1(~k)Aij(1)(~k)ei~k·~x
 =

√
3
2

 1
V0

∑
~k

kl

(
k̂lk̂j − q̊jl

3

)
π̃2(~k)ei~k·~x


=
√

3
2

 1
V0

∑
~k

(
klk

l

kmkm
kj − kj

3

)
π̃2(~k)ei~k·~x


=
√

3
2

 1
V0

∑
~k

(
kj − kj

3

)
π̃2(~k)ei~k·~x


=
√

3
2

 1
V0

∑
~k

2kj
3 π̃2(~k)ei~k·~x


=
√

2
3∂

jπ2.

Substituindo esses resultados em Vi, encontramos

Vi(~x) = − 2√
3
∂iπ1(~x)− 2

√
2
3∂iπ2(~x) + pφ∂iδφ(~x) + δpφ(~x)∂iδφ(~x), (B.17)
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de onde tiramos os termos da série perturbativa de Vi:

V(0)
i = 0; (B.18)

V(1)
i (~x) = − 2√

3
∂iπ1(~x)− 2

√
2
3∂iπ2(~x) + pφ∂iδφ(~x) (B.19)

V(2)
i (~x) = δpφ(~x)∂iδφ(~x). (B.20)
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