Capitulo 1

Variaveis Aleatdrias e Processos Estocasticos

1.1 Variaveis aleatdrias

Ao tratar de varidveis aleatodrias, estaremos referindo a resultados de experimentos. Um
exemplo muito simples e muito comum ¢ jogar uma moeda. Em principio, de acordo com as
leis da mecanica, seria possivel prever o resultado. Porém, as condicoes iniciais do arremesso, a
interacao com o ar durante o movimento e a interacdo com a mesa durante o choque inelastico
na queda deveriam ser completamente determinadas. Como isso é praticamente impossivel, é
mais conveniente dizer que o resultado é imprevisivel e 0 maximo que podemos fazer é estimar
a probabilidade de sair cara ou coroa. Se a moeda for equilibrada e os lancamentos nao forem
maliciosos, depois de um grande nimero de realizagoes teremos niimeros muito préximos de
ocorréncias de cara e coroa. Concluimos entdao que a probabilidade de se obter um dos dois
possiveis resultados é % Podemos estender o exemplo acima para casos em que o nimero de
fatores incontrolaveis que podem influenciar o resultado de um experimento é extremamente
grande, como no caso do valor da tensao elétrica na saida de um medidor de temperatura
ambiente em uma determinada hora do dia, o nimero de pulsos produzidos por um contador de
fétons em um certo intervalo, etc. As varidveis aleatérias podem ser continuas, como um sinal
elétrico que pode assumir qualquer valor entre Vi e Vinax, ou discretas, como por exemplo o
nimero de pulsos por tempo de amostragem de um contador de fétons. Sempre que possivel,
daremos exemplos com variaveis discretas, passando ao limite do continuo quando necessario.

O conceito de varidvel aleatéria nao se limita a varidveis unidimensionais e nem a variaveis
reais. Neste curso utilizaremos amplamente as varidveis aleatérias complexas.

Podemos modelar uma varidvel aleatéria discreta como um sorteio feito sobre o conjunto
Q de todos os resultados possiveis de um experimento (espaco amostral)ﬂ sendo que a cada
resultado w; (evento elementar) estd associada uma chance de ocorréncia p; (probabilidade), tal
que ). p; = 1. Nao nos deteremos aqui nos detalhes da formulacao da teoria de probabilidades.
O leitor interessado pode consultar a referéncia [1].

1.2 Sequéncias aleatdrias e processos estocasticos

Entendemos por funcao estocastica uma fungao qualquer cujos valores assumidos sao varidveis
aleatorias. As fungoes aleatérias podem ser de argumento discreto, caso em que recebem o nome
de sequéncias aleatorias, ou de argumento continuo. Exemplos de sequéncias aleatorias: niimeros
de fétons detectados em intervalos de amostragem subsequentes, valores de temperatura ambi-
ente registrados de hora em hora, etc. No caso funcoes de varidvel continua, a varidavel é em
geral o tempo, caso em que essas funcoes sao chamadas de processos estocdsticos, ou as vezes a
posicao. Exemplo de processo estocastico: Sinal elétrico de um microfone registrando o ruido

No caso de varidveis complexas, podemos considerar que tanto a parte real como a parte imaginaria sio
resultados de experimentos.



ambiente. Por outro lado, se este ruido for registrado por um gravador digital, o tempo sera dis-
cretizado por uma determinada taxa de amostragem e o valor da tensao elétrica sera discretizado
por um conversor analdgico-digital. Teremos ai uma sequéncia aleatéria (tempo discretizado)
de uma varidvel discreta (bytes). Devido as caracteristicas do ouvido e de todo o processamento
de sinal no corpo, percebemos essa sequéncia aleatéria como um processo estocastico. Neste
curso, nao faremos distingdo entre sequéncias e processos e chamaremos as fungoes aleatérias
genericamente de processos estocasticos.

1.2.1 Caracterizacdo de processos estocasticos

Seja &(t) um processo estocastico e seja Fy(x) = Prob{{(t) < x} a funcao de distribuicao
acumulada de ¢ [I], 2]. Estendendo a definigao de Fi(x), temos

Fy(z) = Prob{{(t) < z},
Ft1,t2 ($17$2) = PrOb{g(tl) <1 &f(tg) < 1'2}, .
Fi o, o (@1, 22, ..., 2p) = Prob{&(t1) < 1 &&(t2) < 22 &...& (L) <z} (1.3)

Dizemos que um processo estocastico esta completamente caracterizado se conhecemos todas as
suas distribui¢oes acumuladas Fy, . ;, para qualquer n tal que todos os t,, pertencam ao dominio

de &(t).

1.2.2 Representacdo de ensemble

Podemos entender um processo estocastico como uma sequéncia temporal de experimentos
cujos resultados sdo sorteados no conjunto §2 de possibilidades para cada valor de t. Tratando-
se de sorteios, se tivermos dois processos derivados de sistemas fisicos idénticos submetidos as
mesmas condigoes externas, os valores sorteados nos dois experimentos ao mesmo tempo serao em
geral diferentes. Como exemplo, podemos imaginar o sinal elétrico de dois detectores idénticos
captando a luz de dois corpos negros a mesma temperatura.

Uma outra maneira de representar um processo estocastico é por meio de um ensemble, isto
é, o conjunto hipotético infinito de todas as possiveis realizagdes de £(t). Assim, o valor de
&(t1) para um determinado processo pode ser visto como um sorteio sobre todas as possiveis
realizagoes temporais de &(¢) em ¢t = t;, conforme representado na Fig. 1. As funcoes de
distribuigao Fy, ¢, (21,22, ..., ) poderiam, em principio, ser obtidas do ensemble.

1.2.3 Meédias e correlagcoes

Na pratica, é em geral impossivel de se obterem todas as fung¢oes de distribuicao de pro-
babilidade Fy, ¢, 4+, (21,22, ...,2y,) para um certo n de interesse. Em vez disso, os processos
estocasticos sao estudados em termos das médias e das correlagoes de £ em diferentes tempos,
mensuraveis e definidas como

<§k(t)> _ / o By (x), (1.4)
<§k1 (t1)€r2( tg / / Mk dF, (21, 22), (1.5)

(€5 (t1)E" (t2) €™ (8 / / 2 Ay gy, (01,20, wa), (L6)
Onde todas as integrais vao de —oo a +00. Aqui foi usado o conceito de integral de Stiltjes [1]:
b n
[ 9t@)aF(@) = lim 3 glan) P~ Flan-l, (1.7)
a k=1
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Figura 1.1
Representagao de 4 possiveis realizagoes de um processo estocdstico £(t). Os pontos vermelhos mostram
quatro possiveis valores de £ que podem ser obtidos em um unico experimento realizado em ¢ = 8.



onde o intervalo [a, b] é dividido em n partes e |xj — xx—1| — 0 quando n — oco. A fungao F(x)
é nao decrescente e é chamada de medida. A razao de usarmos a integral de Stieltjes é que ela
permite tratar simultaneamente dos casos continuo e discreto com as mesmas expressoes. Por
exemplo, se a fungao distribuicao Fi(x) é continua, a Eq. se transforma em uma integral de

Riemann:
<§k(t)> - / 2% dFy(z) = / o df;tim)dx - / o* P()dx, (1.8)

onde P;(x) é a densidade de probabilidade da varidvel £(t). Se Fi(x) tiver a forma de uma
dFt(z) - . s dFt(z) .
escada, tal que =~ = 0 para a maioria dos valores de x e =~ o< §(z — x;) para um conjunto

X
de pontos {x1, 2, ...}, a Eq.(1.4) transforma-se em

<§k(t)> = /xk dFy(x) = /xk d}:;(x)dx = Z:L‘f Py(x;). (1.9)

Xz

As médias e correlagoes sao medidas na prética como
k LT
= — 1.1
(¢0), =7 [ ewa (1.10)
1 /T
(rwemern), =7 | € weerna, (111)
0

1 (T
<§k1 ()R (t+ 7). (¢ + Tn)>t == / M OER2(t+ 7). (t+ 7) dt. (1.12)
0
para T muito grande. A rigor, deveriamos tomar o limite 7' — oo. Em principio, para um

processo qualquer £(t), ndo ha nenhuma garantia de que (...) definidas nas Egs. (1.4H1.6)) e (...),
definidas nas Eqgs. ([1.10H1.12) sejam equivalentes.

1.3 Processos estocasticos estacionarios

Dizemos que um processo estocéstico no tempo &(t) é estaciondrio se as fungoes de distri-
buigado Fy, 4, t, (%1, %2, ..., Ty) s@0 invariantes por translacoes no tempo, isto é, se

Ft1+7,t2+~r,...,tn+7($la L2, .. xn) = Ftl,tz,...,tn (301, L2y .-ty l"n)- (1-13)

Neste caso, nem as Eqgs. ([1.441.6) nem as Eqgs. (1.10H1.12) dependem de ¢t. Para processos

estaciondrios, o teorema ergddico garante que as médias de ensemble (...) e as médias temporais
(...); s@o equivalentes.

O conceito de processo estacionario tem um papel importantissimo no desenvolvimento da
teoria de processos estocésticos, como serda comprovado nos capitulos seguintes. Na grande maio-
ria dos casos, nosso interesse se limitara a média (£(¢)) e as propriedades de funcoes de correlagao
do tipo (£(t)&(t + 7)). Neste contexto, o conceito de processo estacionério é relaxado para o de
processo estaciondrio no sentido amplo, no qual assumimos apenas que (£(t)) e (£(t)&(t+ 7))
sao independentes de t.

1.3.1 Propriedades da funcao de correlacao

Vamos trabalhar de agora em diante com variaveis aleatorias complexas. Como consequéncias
da sua defini¢ao, a funcao de correlacdo de processos estacionarios

L(r) = (€ )& + 7)) (1.14)
tem as seguintes propriedades, que utilizaremos sem demonstragao [2 3]:

1. I'(0) > 0,



2. I'(—7) =T(r),
3. |T'(7)| <T(0).
4. T'(7) é continua.

Se tomarmos uma sequéncia de tempos {t1, ta, ..., t,} € a cada um deles associarmos um nimero
real qualquer {(t1,a1), (t2,a2), ..., (tn,an)}, temos que

9. = Z?,k:l F(t]’ - tk)ajak Z 0.

A propriedade 5. quer dizer que I'(7) é positiva semi-definida.
O conceito de funcao de correlacao pode ser estendido para o de correlagao cruzada de dois
processos estocdsticos &1(t) e £2(t) como

[, (7) = (§1(H&(t + 7)) (1.15)

1.3.2 Espectro de poténcia e o teorema de Wiener-Khinchin

Com base no teorema ergddico, o valor médio de um processo estocastico pode ser sempre
obtido experimentalmente com boa precisao por meio da média temporal de (t) tomada em
tempos suficientemente 10ngosﬂ Assim, nos casos em que (£(t)) # 0, é muito mais conveniente
trabalhar com as flutuagdes de A&(t) = &(¢) — (£(¢)). Em Optica, se estivermos tratando dos
campos oscilantes, estes ji tém naturalmente média nula. Se estivermos tratando de intensida-
des, trabalharemos com as suas flutuagoes sempre que for conveniente. Portanto, no restante
deste capitulo, consideraremos apenas processos estocasticos de média nula.

A abordagem padrao da Optica estatistica classica é tratar as flutuagoes temporais do campo
eletromagnético como um processo estocastico estaciondrio. Isto é obviamente uma idealizacao,
mas que da excelentes resultados. Da mesma maneira, as flutuacoes de tensao e corrente em
circuitos elétricos sao frequentemente tratadas como processos estaciondrios. Existem outros
intmeros exemplos semelhantes.

Uma das técnicas experimentais mais difundidas na andlise de sinais, seja qual for a origem
do sinal, é a andlise espectral. Por exemplo, se um raio de luz proveniente de uma fonte térmica
incide sobre uma rede de difracao, a luz espalhada se separa em diferentes frequéncias de acordo
com o angulo de observagao. Se colocarmos um detector a uma certa distancia da rede de difracao
e fizermos uma varredura angular, teremos como resultado, apés as correces de eficiéncia da
rede e resposta espectral do detector, o espectro de poténcia da fonte de luz. O espectro de
poténcia nos fornece a poténcia relativa S(w) da fonte para cada intervalo infinitesimal de
frequéncia [w,w + dw]. Em principio, poderiamos supor que uma vez conhecido o sinal £(t),
seu espectro de poténcia pode ser obtido por meio da sua transformada de Fourier §~ (w) e vice-
versa. Entretanto, um processo estocdstico estaciondrio nao pode estar limitado no tempo e
consequentemente nao satisfaz as condicbes bdsicas para a existéncia de sua transformada de
Fourier [2, 4]. Mesmo assim, é possivel mostrar que um processo estocéstico estaciondrio de
média nula pode ser sempre escrito como uma superposicao infinita de fun¢des harmonicas do
tempo com amplitudes aleatdrias descorrelacionadas|2]:

£(t) = / e“tdz(w), (1.16)

onde Z(w) é uma fungio estocdstica para a qual (dZ*(w)dZ(w')) = S(w)d(w — w')dwdw'.

2Por ser um procedimento experimental, a determinacéo de (&(t)) terd sempre uma incerteza, ainda que possa
ser muito pequena. O tempo de amostragem T deve ser grande, porém dentro do limite para o qual a aproximacgao
do processo como estacionario é valida. Por exemplo, as caracteristicas macroscopicas da fonte de sinal podem
variar ao longo de minutos, horas, dias, anos, etc.



O espectro de poténcia S(w) de um processo estocdstico estaciondrio de média nula é dado
pelo teorema de Wiener-Khinchin [2]:

S(w) = /OO (E(DEE + 7)) 47 dr. (1.17)

2 J_



Capitulo 2

Teoria Classica da Coeréncia Optica

Na teoria classica da coeréncia, lidamos com variados tipos de fontes de luz, incluindo fontes
térmicas, lasers, diodos emissores, etc. Os campos eletromagnéticos gerados por essas fontes de-
pendem de uma enorme quantidade de fatores macroscépicos e microscopicos, como por exemplo,
as flutuagoes térmicas dos atomos emissores e as flutuacoes mecéanicas da cavidade de um laser.
Devido as diversas fontes de flutuagoes na producao dos campos, estes sé6 podem ser tratados
corretamente se forem considerados como quantidades que flutuam aleatoriamente. Portanto,
trataremos os campos como processos estocdsticos. Para que possamos tirar maximo proveito
da teoria, aproximaremos esses processos por estaciondrios. Esta aproximacao fornece excelen-
tes resultados, desde que as caracteristicas macroscépicas das fontes (temperatura, dimensoes,
composi¢ao quimica, etc) sejam suficientemente estaveis dentro do intervalo de tempo estudado.

Em sua definicao operacional, os campos elétrico e magnético de uma onda eletromagnética
sao funcoes reais da posicao e do tempo. Na maioria dos casos, é mais vantajoso fazer os
calculos envolvendo esses campos tratando-os como funcoes complexas. A seguir, apresentamos
uma maneira bastante utilizada para associar os campos a fungdes complexas.

2.1 O sinal analitico

Seja uma funcao real U(t), que representa uma componente cartesiana do campo, escrita em
termos de sua transformada de Fourier,

U(t) = /00 u(w) e dw. (2.1)

Como U(t) é real, U*(t) = U(t) e portanto
u(w) = u(—w). (2.2)

J& que u(—w) pode ser obtido de u(w), podemos utilizar somente frequéncias positivas e repre-
sentar o campo pela fung¢ao complexa

V(t) = /000 u(w) e “tdw. (2.3)

A fungao V (t) é chamada de sinal analitico, por razdes que nao discutiremos aqui, e tem algumas
propriedades interessantes. E possivel mostrar que [3]

V(t) = <[U(t) + U ()], (2.4)
onde a funcao real U(t) é a transformada de Hilbert de U(t). Logo, U(t) = 2Re{V (t)}.
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Se U(t) é um processo estocdstico estacionario, entao V' (¢) também o seré[l, e [3],

1
2
(U*(0) = 5 (V- (@OV (D)) (2.5)
Neste curso, faremos uso constante de campos estocdsticos quase monocromaticos, isto €,
processos para os quais o espectro de poténcia S(w) estd centrado em torno de uma frequéncia
w, com largura Aw < w. Isto quer dizer, com base no teorema de Wiener-Khinchin ([1.17]), que o
tempo de decaimento da fungao de correlagao I'(7) = (V*(¢)V(t 4+ 7)) é muito maior que 27 /.

!Pode parecer contraditério identificar V' (t) com um processo estocastico estaciondrio, uma vez que a primeira
definicao dada foi através de uma transformada de Fourier (2.3), que ndo se aplica a processos estocésticos
estaciondrios. Entretanto, a definicdo (2.4)) utilizando a transformada de Hilbert é consistente [5].
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