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Resumo

O método dos zeros de Fisher é usado para identificar transi¢oes de fase, ndo sendo
necessario estimar grandezas termodinamicas em diversas temperaturas ou definir um
parametro de ordem. Entretanto, essa abordagem ¢ dificil de ser aplicada na pratica, pois
é necessario resolver um polindmio de grau elevadissimo cujos coeficientes sao dados pela
densidade de estados. Além disso, tanto os valores da densidade de estados quanto o grau
do polinémio crescem muito rapidamente com o tamanho do sistema. Nestas condigoes,
até mesmo algoritmos no estado da arte encontram dificuldades para encontrar as raizes
do polinémio. Visando resolver estes problemas, o método dos zeros da distribuicao de
probabilidade da energia (EPD) foi criado. De fato, os zeros EPD sao capazes de determinar
o expoente critico e a temperatura de transicao como os zeros de Fisher, porém sem a
maioria dos seus problemas. Um problema que ainda encontramos é o crescimento rapido do
grau do polinémio com o tamanho do sistema. Desta forma, para amenizar estes problemas
e também ampliar as possiveis aplicacao dos zeros Fisher, nds propomos um novo método
que usa os zeros da fungao geradora dos momentos (MGF). Os zeros da MGF, possuem a
mesma informacao termodinamica que os zeros de Fisher, mas seu polindémio é ainda mais
simples de ser resolvido que o polindmio dos zeros EPD. Além disso, o grau do polinémio
dos zeros da MGF cresce mais lentamente com o tamanho do sistema. Sendo assim, este
novo método é mais adequado para ser utilizado que os zeros Fisher e os zeros EPD. Nesta
tese, nés mostramos em detalhes o desenvolvimento do método dos zeros da MGF, sua
relacdo com os zeros da distribui¢do de probabilidade da energia (EPD) e sua relagao
com o método dos cumulantes. Além disso, usando os modelos de Potts com 6-estados e o
modelo de Ising em 2 e 3 dimensdes, nés mostramos que os zeros da MGF obtém resultados
equivalentes aos zeros EPD e ao método dos cumulantes. Porém, ao ser comparado com os
zeros EPD, os zeros da MGF sdo mais rapidos e utilizam menos recursos computacionais,
principalmente em sistemas grandes ou que passem por transi¢oes de fase descontinuas.
Além disso, quando comparado ao método dos cumulantes, os zeros da MGF apresentam
a vantagem de conseguir obter mais de uma estimativa para os expoentes criticos. Desta
forma, mostramos que o método dos zeros da MGF marca um avanco importante para os

zeros da funcao de particao.

Palavras-chave: Transicoes de fase, Zeros da funcao de particao, Zeros da MGF, Zeros
EPD, Modelo de Ising, Modelo de Potts



Abstract

The method of Fisher zeros is used to identify phase transitions without the need to
estimate thermodynamic quantities at various temperatures or define an order parameter.
However, this method is difficult to apply in practice because it requires solving a high-
degree polynomial with coefficients given by the density of states. Furthermore, the values
of the density of states and the degree of the polynomial both increase rapidly with system
size. These conditions imply that even state-of-the-art root finder algorithms suffer from
numerical instabilities, especially for large system sizes. Aiming to solve the Fisher zeros
problems, the zeros of the energy probability distribution (EPD) was created. In fact, it is
known that the EPD zeros reproduce the results of the Fisher zeros but without some
of its problems. The EPD zeros still have one problem, that is, the fast growth of the
degree of the polynomial with the system size. To alleviate this problem and to expand
the method’s applicability, we proposed a new method that uses the moment-generating
function zeros (MGF). It is easy to show that the MGF zeros contain the same information
as the Fisher zeros, but with the benefit of a polynomial that is simpler to solve, compared
to the EPD zeros method. In addition to that, the MGF zeros polynomial has a low degree
that increases slowly as the system size grows. Therefore, this new method is more suitable
to be used than the Fisher zeros and the EPD zeros. In this dissertation, we show in
detail the development of the MGF zeros method, its relation with the energy probability
distribution zeros (EPD), and the relation with a cumulant method. Moreover, using the
six-state Potts model and the Ising model in 2 and 3 dimensions, we showed that the MGF
zeros yield results statistically equivalent to those of the EPD zeros and the cumulant
method. However, when compared to the EPD zeros, the MGF zeros are shown to be
computationally cheaper and faster, especially in systems that undergo discontinuous phase
transition or that have big lattice sizes. Furthermore, when compared to the cumulant
method, the MGF zeros have the advantage of finding more estimates for the critical
exponent. Thus, the MGF zeros are an important advance over the partition function

Zeros.

Keywords: Function partition zeros, EPD zeros, MGF zeros, Phase transitions, Ising

model, Potts model.
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1 Introducao

Desde os trabalhos seminais de Yang-Lee [1,2], o método dos zeros da fungao de
particdo é um tépico central nos estudos sobre transi¢oes de fase. Em seus artigos, Yang e
Lee mostram que ao fazer uma extensao analitica da fugacidade, os zeros da funcao de
particao continham a mesma informacao termodinamica que a funcao de particao grande
canonica. Mais especificamente, eles mostram que no limite termodinamico os zeros se
acumulam préximo ao eixo real positivo indicando pontos onde uma transi¢ao de fase
ocorre. Desta forma, como o método depende de poucas carateristicas do sistema para
identificar pontos de transi¢oes de fase, os zeros de Yang-Lee ja foram aplicados em diversos
sistemas [3] e, mais recentemente, foram até mesmo observados experimentalmente ao

medir a coeréncia quintica de uma sonda de spin acoplada a um banho do tipo Ising [4].

Inicialmente, os conceitos introduzidos por Yang-Lee foram aplicados somente
ao ensemble grande canénico. Foi Fisher [5] o primeiro a perceber que ao fazer uma
extensao analitica da temperatura, os conceitos dos zeros também poderiam ser aplicados
a funcao de particao canoénica. Porém, os zeros de Fisher apresentam diversos problemas
de implementacao. De fato, o método exige que encontremos a densidade de estados, uma
grandeza dificil de ser obtida, e que resolvamos um polindomio de grau elevadissimo. Além
disso, o método é complicado de ser implementado para sistemas grandes, pois o grau do
polinémio cresce muito rapidamente com o tamanho do sistema, assim como os valores de
seus coeficientes. Sendo assim, apesar do método dos zeros de Fisher ser interessante para
o estudo transicoes de fase, as dificuldades em sua implementagao limitam muito o uso da

técnica.

Na ultima década, novos métodos tém sido desenvolvidos com o intuito de aprimorar
a aplicabilidade dos zeros de Fisher. Um método que chama a atencao pela sua simplicidade
sao os zeros da distribuigdo de probabilidade da energia (EPD - Energy Probability
Distribution) [6]. Este método é mais facil de ser implementado que os zeros de Fisher, pois
s6 é necessario obter a distribuicao de probabilidade da energia e resolver um polinémio
de grau baixo. Além disso, os zeros EPD reproduzem os mesmos resultados que os zeros
de Fisher. Desta forma, o método dos zeros EPD de fato consegue contornar os principais
problemas apresentados pelos zeros de Fisher. Existe, entretanto, um tinico problema que
os zeros EPD nao conseguem contornar, o rapido crescimento do grau do polindémio com o
tamanho do sistema. Apesar dos zeros EPD serem um opg¢ao melhor do que a formulacao

dos zeros de Fihser, ainda ha espaco para melhorias.

Nesta tese apresentamos um novo método, os zeros da funcao geradora dos mo-

mentos (MGF - Moment Generating Function) [7]. Estes novos zeros possuem a mesma
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informacao contida nos zeros de Fisher, mas sao tao faceis de serem implementados como
os zeros EPD. Além disso, o método apresenta outras vantagens como um polinémio de
grau reduzido, mesmo se comparado com os zeros EPD, que cresce devagar com o tamanho
do sistema. O método também nao apresenta nenhum problema em transi¢oes de fase
descontinuas, ao contrario dos zeros EPD. Estas vantagens sdo suficientes para mostrar que
o método pode ser utilizado como alternativa aos zeros de Fisher e aos zeros EPD. Além
disso, os zeros da MGF abrem também a possibilidade para novas abordagens numéricas,
tedricas e até mesmo experimentais, ja que para implementar o método s6 é preciso obter

médias termodiniamicas.

No que se segue, no capitulo [2] iremos fazer uma revisao de conceitos importantes
sobre a termodinamica e transicoes de fase. Apresentaremos o método dos zeros de Fisher
e dos zeros EPD nos capitulos [3] e ], respectivamente. Em seguida, no capitulo [5] sera
introduzido o tema principal da tese, os zeros da MGF, onde descrevemos sua relagdo com
os zeros EPD, suas vantagens e algumas nuances sobre a implementacao do método. No
capitulo [0}, fazemos uma digressao e apresentamos o método dos cumulantes que possui
relagdo direta com os zeros da MGF. Por fim, no capitulo [9] comparamos os resultados
obtidos pelos zeros da MGF com os métodos dos zeros EPD e dos cumulantes, mostrando
que os zeros da MGF obtém resultados estatisticamente equivalentes a esses métodos.
Além disso, destacamos as vantagens dos zeros da MGF sobre estes outros métodos,
onde mostramos que os zeros da MGF sdao mais eficientes que os zeros EPD, em certas
situacoes, e conseguem obter estimativas melhores para os expoente criticos que o método
dos cumulantes. No capitulo [I0] apresentamos um resumo geral da tese e as conclusoes

finais sobre os resultados.
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2 Revisao de termodinamica de transicao de

fase

Neste capitulo, iremos revisar alguns conceitos importantes para a teoria de transi-
¢oes de fase. Alguns desses conceitos serao importantes para compreendermos 0s novos
métodos dos zeros da funcgao de particao, tema central da tese que sera apresentado nos

capitulos posteriores.

2.1 Classificacao de transicoes

Transicoes de fase sdo fendmenos que causam mudancas bruscas nas propriedades
do material e sdo indicadas pela presenca de descontinuidades ou divergéncias em grandezas
termodinamicas. Essas transi¢oes foram inicialmente classificadas por Ehrenfest [8] como
sendo de n-ésima ordem, onde n é ordem da derivada na qual a energia livre do sistema
apresenta uma descontinuidade. Essa classificagdo se mostrou errada, pois nao levava em
consideracao transicoes de fase sinalizadas por divergéncias em grandezas termodinamicas.
Esse erro foi causado pelo uso dos conceitos de campo médio, onde sdo desconsideradas
as correlagoes entre os entes do sistema, suprimindo assim quaisquer manifestagoes de
divergéncias em grandezas termodinamicas. Uma classificagdo mais atual foi cunhada por

Fisher [8], onde classificamos as transi¢bes como:

1) Descontinua ou de primeira ordem: Se a primeira derivada da energia livre

apresenta uma descontinuidade no ponto de transicao.

2) Continua: Se primeira derivada da energia livre é continua, enquanto a segunda
derivada da energia livre apresenta descontinuidade ou divergéncia no ponto de

transigao.

2.2 Classe de universalidade e expoentes criticos

Sistemas que passam por transi¢oes de fase, possuem diversas caracteristicas em
comum. Uma delas é o pardmetro de ordem, uma grandeza que possui valor ndo nulo na
fase ordenada e valor nulo na fase desordenada. Este conceito foi introduzido por Lev
Landau [9] e, assim como divergéncias e descontinuidades em grandezas termodinamicas,
pode ser utilizado para identificar pontos onde a transicao de fase ocorre. Porém, o

parametro de ordem nem sempre € trivial de ser definido, podendo ser representado por
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grandezas escalares, vetores e até mesmo nimeros complexos [9]. Além disso, eles nao sdo

necessariamente tnicos em cada sistema.

Outra caracteristica, mais especifica de sistemas que passam por transi¢coes de fase
continuas, sao os expoentes criticos. Proximo a transi¢ao de fase, grandezas termodinamicas

seguem leis de poténcia simples
O(t) ~ t, (2.1)

e sao descritas por um expoente critico,

mhed U (2.2)

onde A\ é um expoente critico, O(t) é uma grandeza termodindmica qualquer e ¢ é um
parametro que mede a distancia até o ponto de transicao de fase. De fato, este comporta-
mento é observado experimentalmente perto da transicao de fase, onde grandezas como o
calor especifico C,, susceptibilidade x, magnetizacao m, comprimento de correlacao £ e

fungao de correlagdo G |10] de sistemas magnéticos seguem as leis de escala dadas por,

m(t,h =0) ~ |t|°, (2.3a)
X(t,h=0) ~ [t (2.3b)

m(t =0,hH~ HY? (2.3¢)
C(t,h=0)~ |t|, (2.3d)
E(t,h=0) ~ |t|7, (2.3e)

G(r,t =0,h =0) ~ p~ =2, (2.3f)

onde f3,7,,d, v e n sdo os expoentes criticos relacionados a cada grandeza, r = |r; — /|
é a magnitude de separacao entre os entes do sistema, t = (T — T.) /T, é a temperatura
reduzida, T, é a temperatura critica, h = pH/kgT. é o campo magnético reduzido, H
é o campo magnético, u ¢ o momento magnético e kg é a constante de Boltzmann. Os
expoentes criticos dependem de poucas caracteristicas do sistema como sua dimensao, o
grupo de simetria da Hamiltoniana e o tipo de interacao (interagao de curto ou de longo
alcance). Sendo assim, diversos sistemas compartilham os mesmos valores de expoentes e
podem ser agrupados no que chamamos de classes de universalidade. A tabela [I| mostra

algumas classes de universalidade e seus respectivos valores para os expoentes.

A fisica por tras das classes de universalidade e das leis de escala das transicoes
de fase continuas, se mostrou muito rica. A busca por entender o comportamento desses
sistemas gerou diversos avancgos tedricos como a hipdtese de escala, a teoria de escala
de sistema finitos e o grupo de renormalizacdo (RG) [14]. Nas proximas segoes, iremos
mostrar as ideias basicas sobre a fisica do problema usando a hipotese de escala de Widom

e os blocos de spin de Kadanoff.

L Especifico para sistema ferromagnéticos (J > 0 no modelo de Ising).
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] Universalidade \ d \ n \ o \ 6] \ v ‘
Campo Médio [11] | todas | todas 0 1/2 1/2
Ising [L1] 2 1 0(In) 1/8 1
Tsing [12] 3 1 [0.11026(26) | 0.221654626(5) | 0.629912(36)
XY [13] 3 2 -0.007(6) 0.3455(20) 0.669(2)

Tabela 1 — Valores dos expoentes criticos para algumas classes de Universalidade, onde d
¢ a dimensao do sistema e n é a dimensionalidade do parametro de ordem.

2.3 Hipotese de escala de Widom

A classe de universalidade, as leis de escala e por fim as transi¢oes de fase continuas
como um todo, comegaram a ser compreendidas com a hipdtese de escala (estatica) de
Widom [15] e a proposta de Kadanoff [16] sobre os blocos de spins, esta tltima culminou
na criagdo do grupo de renormaliza¢do (RG) por Wilson [14]. Iremos apresentar a seguir,
as ideias de Widom e de Kadanoff de forma simplificada, porém nao iremos abordar o
grupo de renormalizacdo, ja que sua complexidade nao iria acrescentar muito as discussoes

feitas nesta tese.

A hipotese de escala de Widom sugere que a energia livre pode ser dividida em

uma parte singular, fs, e uma parte regular, f,,

f(t,h) = fr(t,h) + fs(t, h), (2.4)

onde todo o comportamento nao analitico da energia livre esta contido na parte singular e
as variaveis t e h sao parametros do sistema. Sendo mais especifico, o termo f, é responsavel
por causar as divergéncias e descontinuidades nas grandezas termodinamicas. Além disso,
Widom assume que a energia livre ¢ uma fun¢ao homogénea generalizada de suas variaveis,

ou seja, fs pode ser escrita como,
folt,h) = NTF(ENVE hAYR), (2.5)

onde A\, d, y; e yn, sdo parametros nao especificados. Essas ideias, apesar de serem simples,
nos permitem tirar informacgoes importantes acerca dos expoentes criticos sem a necessidade

de conhecermos a forma de f.

Como exemplo, ao derivarmos a equacao de forma apropriada, obtemos,

m(t, h) = XU Dm (At AU p), (2.6a)
X(t, h) = A= Dy (Nt N p), (2.6b)
Chu(t, h) = NP=DCy (\vet N9 ). (2.6¢)

Comparando essas equacoes com as leis de escala em e considerando que as relagoes

valem para qualquer valor de A, ao escolhermos o caso especial onde h =0e \ = \t]_l/ Yt
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obtemos as relacoes,

d—

g="" (2.72)
Yi

2y — d

y="2 (2.7h)
Y

oo W= (2.7¢)
Yt

Da mesma forma, ao fazermos t = 0 e A\ = |h|~1/¥», obtemos,

Yn
0= : 2.8
T (2.8)
Observe que todos os expoentes s6 dependem de y; e yp,, sendo possivel relacionéd-los e

obter as equagoes,

a+28+v=2, (2.9a)
y=p806-1). (2.9b)

Ao usarmos a hipotese de escala de Widom, conseguimos obter relacoes entre os
expoentes que podem ser checadas por experimentos. Porém, a hipdtese de escala de
Widom nao nos diz nada sobre os expoentes relacionados ao comprimento de correlagao
ou a correlagao. Para obter as relagoes entre estes expoentes, serd necessario entender os

blocos de spin de Kadanoff.

A hipoétese de escala, na época em que foi desenvolvida, mostrou-se condizente com
outros resultados |16], sendo essencial para o desenvolvimento de teorias posteriores como
os blocos de spin de Kadanoff e grupo de renormalizacgdo (RG) [17]. De fato, a hip6tese de
escala surge naturalmente usando RG e com alguns argumentos partindo dos blocos de

spin de Kadanoff.

2.4 Os blocos de spin de Kadanoff

Apesar da importancia da hipétese de escala de Widom, ela nao nos diz nada
sobre a fisica por tras do problema. O primeiro a ter a intuicao sobre o que acontecia
nas transicoes de fase continuas foi Kadanoff. Utilizando o modelo de Ising, cujo o
comprimento de correlacdo diverge na transicao de fase, ele conseguiu mostrar que existe
uma relacao entre diversas grandezas termodinamicas do sistema e um comprimento de
escala [ arbitrario. Nesta secao irei discutir brevemente os argumentos utilizados por

Kadanoff, um desenvolvimento mais rigoroso pode ser encontrado em [11,[18}|19).

Para estudar o que ocorria durante a transicdo de fase, Kadanoff considerou o
modelo de Ising em uma rede com d—dimensoes, onde os spins possuem valores =+1,

interagem com os primeiros vizinhos com uma magnitude J = 1 e com um campo
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magnético H, mais detalhes sobre o modelo serao discutidos na secao [8.1] Este modelo,
passa por uma transicao de fase de segunda ordem em 7, = 2.0/In (1 4+ /2), apresentando
uma divergéncia no calor especifico (C, = T9%f). Além disso, perto da transi¢dao de fase,
os spins estao altamente correlacionados e tendem a formar blocos com spins de mesmo
valor. A primeira imagem da figura [, mostra um exemplo de uma rede quadrada do

modelo de Ising proximo a transicao de fase.

Com esse modelo em mente, dividimos a rede em blocos com [¢ spins, sendo
I < £ um nimero arbitrario muito menor que o comprimento de correlagao &. Agora,
considerando somente temperaturas proximas de 7., podemos assumir que todos os spins
em um mesmo bloco tendem a possuir o mesmo valor +1 ou —1, ja que a correlacao entre
eles é alta. Desta forma, podemos considerar cada bloco de spin como um tnico spin.
Este procedimento é chamado de transformagao de bloco de spins e foi introduzido por

Kadanoft, a figura [I| mostra o efeito de aplicarmos duas vezes essa transformacao.

Apés cada transformacao de bloco, o valor do spin de cada bloco I é dado por,

onde m; é a magnetizacao média do bloco. Desta forma, o efeito da transformacao de
bloco faz com que os parametros da Hamiltoniana passem a depender do comprimento
do sistema. Por exemplo, considerando o termo que acompanha o campo magnético na

Hamiltoniana do modelo de Ising, temos que,
H/ZO'Z':HI|ml|leO'[:HZZO'[, (211)
i I 1

onde H = pH, pu é o momento magnético e H; = H'|ml|ld. Sendo assim, vemos que
a transformacao de bloco do sistema cria uma dependéncia em [ nos parametros da
Hamiltoniana. De forma mais especifica, a divergéncia no comprimento de correlacao
do sistema implica na existéncia de uma relacao entre o comprimento [ e os parametros
da Hamiltoniana J e H, de tal forma que, ao fazermos uma transformacao de bloco

encontramos uma Hamiltoniana efetiva H; que depende de [.

Seguindo os argumentos de Kadanoff, assumimos de forma mais geral que a Ha-
miltoniana do sistema apds a transformacao de bloco tem a mesma estrutura que a
Hamiltoniana original, exceto pelos pardmetros J; = JI¥% e H; = H'[¥», que passam a
depender do comprimento [ elevado a alguma poténcia. Desta forma, como a estrutura da
Hamiltoniana permanece a mesma, podemos argumentar que as fungoes termodinamicas
também devem manter a mesma estrutura, tendo como tnica diferenca a dependéncia em

[ dos parametros. Apods esses argumentos, é possivel encontrar as equagoes para a parte
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Figura 1 — Sequéncia de transformagoes de bloco, aplicada da esquerda para a direita.
Consideramos uma configuracao do modelo de Ising obtida em uma rede
de tamanho L = 40 e a temperatura 7" = 2.25. Inicialmente, aplicamos a
transformacao usando 20x20 blocos e a cada passo diminuimos o nimero de
blocos pela metade. A cada transformacao, o valor de cada bloco é substituido
pelo valor da maioria dos spins presentes no bloco, esta regra é conhecida como
regra da maioria.

singular da energia livre f, comprimento de correlagao £ e correlagdo GG, dadas por,

fo(t, h) = 179 f (¥, hIV), (2.12a)
E(t, h) = 1Y, hiv), (2.12b)
G(r,t,h) = 72 G (r /1, 1Y hiv), (2.12¢)

onde t é a temperatura reduzida, h = pH/kgT, p é o momento magnético, H é o campo
magnético, d é a dimensao do sistema e os expoentes y; e y; nao sao especificados. Como ja
discutido, a homogeneidade da energia livre aparece como consequéncia das consideracgoes
feitas por Kadanoff. Porém, agora sabemos mais sobre a fisica por tras da homogeneidade

da energia livre, ela é uma consequéncia de o sistema estar altamente correlacionado.

Para encontrar as relagoes entre os expoentes criticos da correlagao e do compri-
mento de correlaco, fazemos | = |t|~/% e[ = r nas equacdes|2.12p e , Tespectivamente,

e comparamos com as equagoes [2.3] Sendo assim, encontramos as relagoes,

1/y, =v, (2.13a)
—2(d—yp)=—(d—2+n), (2.13b)

e também as relagoes entre os expoentes criticos,
dv + a = 2, (2.14a)
v(2—m)="1. (2.14b)

Note que, além dos expoentes definirem a classe de universalidade de diversos modelos e
dependerem de poucas caracteristicas do sistema, ao obtermos o valor de dois expoentes

quaisquer podemos usar as relagoes e para obtermos os valores de todos os outros.

Com as ideias de Kadanoff, sabemos mais sobre a fisica do problema e o motivo da

hipotese de escala de Widom funcionar. Sabemos que a hipotese de escala da energia livre
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é obtida por termos um comprimento de correlacao divergente perto da transicao de fase.
Apesar disso, com a formulagdo de Kadanoff ndo conseguimos obter estimativas tedricas
para os expoentes criticos e também nao podemos dizer nada sobre a forma das fungoes
de escala de O(t¥, hi¥n) de cada grandeza termodinamica. Estas questdes s6 puderam ser

abordadas apés a introdugao do grupo de renormalizagdao por Wilson.

O grupo de renormalizagao foi criado para generalizar e corrigir algumas das ideias
de Kadanoff. Na forma como foi apresentada, os blocos de spins de Kadanoff s6 sao
aplicados a modelos de spins simples como o modelo Ising. Além disso, a imposicao de que
a Hamiltoniana tenha a mesma forma independente da transformacao de bloco feita, é uma
restricdo muito forte e em geral nao funciona. Somente com o grupo de renormalizacao as
ideias de Kadanoff puderam ser generalizadas, nao sendo mais necessario a restricao na

forma da Hamiltoniana.

2.5 Hipotese de escala e dados experimentais

Nas secoes anteriores discutimos sobre as escalas das grandezas termodinamicas de
forma tedrica. Agora iremos mostrar brevemente como podemos verificar experimental-

mente se essas escalas estao corretas.

Considere um sistema magnético que passe por uma transicao de fase continua.
Desta forma, usando as equagoes [2.3h, e [2.7h, encontramos a forma de escala para a
magnetizagao,

M(t, h) = |t|° M,(£1, h/|t|*), (2.15)

onde fizemos [ = [t|~V% e A = y,/y;, t = (T — T,)/T. é a temperatura reduzida, 7.
é a temperatura critica, h = uH/kgT é o campo magnético reduzido, p é 0 momento
magnético e H é o campo magnético. Essa equacao nos diz que se fizermos um grafico de
M(t, h) por t teriamos curvas diferentes para cada valor do campo magnético reduzido h.

Agora, ao considerarmos a magnetizagao reescalada,
m = M,(£1, h,), (2.16)

onde m = M(t, h)/[t|® é a magnetizacdo reescalada e h, = h/|t|* é o campo magnético
reescalado. Ao montarmos o grafico de m por h,, as curvas colapsam em duas curvas, uma

em T > T, e outra em T < T, vide figura [2|

Diversos experimentos ja foram feitos para testar a validade da escala das grandezas
termodindmicas. A figura [2] mostra o grafico da equagdo reescalada da magnetizagao pelo
campo magnético reescalado [2.16] exatamente como foi discutida nesta se¢do. De fato, os
experimentos corroboram as previsoes tedricas obtidas pelas relagoes de escala, além de

conseguirem estimar valores para os expoentes.
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Figura 2 — Grafico do campo magnético e da magnetizacao, ambos reescalados, para
diversas isotermas com temperaturas entre 7, —0.9K < T < T.+6.7K, onde H
¢ o campo magnético adimensional, o = M /M (0°K) é a magnetizagao reduzida
e T. = 32.844K. As medidas foram feitas perto da transi¢ao de fase (¢ — 0)
em um sistema ferromagnético de CrBrs. Figura retirada de [20]
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2.6 Escala de tamanho finito

Nas secoes anteriores, discutimos sobre as escalas das grandezas termodinamicas,
validas préximas a transi¢ao de fase e em sistemas no limite termodindmico (sistemas
infinitos). Porém, ao utilizarmos métodos numéricos, estamos limitados a sistemas finitos.
Nesta situagao, nenhuma grandeza termodinamica apresenta divergéncias ou desconti-
nuidades. Na verdade, no ponto critico as grandezas apresentam maximos arredondados,
em vez de divergéncias, e uma 'funcao degrau suavizada', em vez de descontinuidades.
Sendo assim, temos que generalizar as discussoes ja feitas sobre a escala de grandezas

termodinamicas para acomodar também sistemas finitos.

Uma discussao mais detalhada sobre a escala de tamanho finito [21}[22] é necesséria,
pois essas ideias sao cruciais para andlises numéricas e serao muito utilizadas nos préximos
capitulos. Sendo assim, partindo da equagao homogénea da energia livre, vamos discutir
as caracteristicas das funcoes de escala apds uma transformacao e, na sequéncia, utiliza-
las para encontrar os expoentes criticos e a temperatura critica do sistema no limite

termodinamico.

Tomando a parte singular da energia livre, onde também consideramos como

varidvel o tamanho da rede L |19], temos que,
folt by L7Y) = 174 f (¢1ve hi¥e 192 LYY, (2.17)
fazendo | = |t|~Y/% y, =1, v = 1/y;, A = y/y, e usando dv = 2 — «, encontramos,
fo(t by LYY = [t fo(1, RIS, [ 7707, (2.18)

Desta forma, para encontrar as equagoes homogéneas de cada grandeza fisica, comparamos
as equacoes [2.3] com as respectivas derivadas da energia livre f,. Como exemplo, encontra-
mos as relagoes para a susceptibilidade magnética y, a magnetizacao m e o calor especifico

C,, dadas por,

m(t,h = 0,L71) = [tPmo (|t L), (2.192)
X(th=0,L7Y) = [t| o ([t L7Y), (2.19b)
Cy(t,h = 0,L7Y) = [t]=C, (|t L7Y). (2.19¢)

A partir destas equagdes, fazemos a seguinte mudanca na funcao de escala de cada uma

das grandezas termodindmicas [19,21],
O,(x) = 2% 0, (x7"), (2.20)

onde x = |t|LY/" é 0 expoente que acompanha |t|, O é uma grandeza termodinamica
) (o] b

qualquer e O, é a funcao de escala encontrada apds tomarmos as derivadas de f. Desta
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forma, obtemos as equagoes dadas por,

m(t,h =0,L7Y) = L™ (z), (2.21a)
X(t,h=0,L7") = LV"x(x), (2.21b)
Cy(t,h =0,L7Y) = LoC,(x). (2.21c)

Essas equacoes descrevem explicitamente como as grandezas termodindmicas variam de
acordo com L para temperaturas préoximas a temperatura critica, onde t =0 e x ~ 0. A

discussao sobre essas equagoes e suas consequéncias sao feitas a seguir.

As fungoes de escala nas equacoes sao todas independes do tamanho do
sistema perto da transicao de fase. Desta forma, ao considerarmos sistemas grandes e
préximos a temperatura critica, as curvas das fungoes de escala O,(x) devem colapsar
independentemente do tamanho do sistema. A figura [3| mostra o colapso da curva para o

modulo da magnetizagdo e para a susceptibilidade magnética.

O intuito de discutirmos as fungoes de escala em sistemas finitos é o de estender os
resultados para o limite termodinamico e obter estimativas para os expoentes criticos e
para a temperatura critica. Sendo assim, na sequéncia, iremos fazer algumas consideragoes
sobre as relagoes de escalas obtidas nesta se¢ao e mostrar como elas podem ser utilizadas

para estimar os expoentes criticos e a temperatura critica.

Considerando que as fungoes de escala colapsam e sdo independentes do tamanho
do sistema, entdo o maximo de Q4 ocorre no mesmo ponto x, independentemente do
tamanho da rede, vide figura . Além disso, note que o méximo Qs ¢ um valor constante
independente de L, assim como o ponto z. onde ocorre. Desta forma, sabendo que z. é

constante, obtemos a relagdo que envolve a temperatura pseudo critica T.(L), dada por,

TC(L) - Tc

T = tCLl/”, com t, = T ,

(2.22)

onde T,(L) é a temperatura na qual o maximo da grandeza O(L) ocorre. Ao reorganizarmos
os termos, encontramos uma equacao que relaciona a temperatura pseudo critica em cada

tamanho de rede com a prépria temperatura critica, dada por,
T.(L) =T, + 2. L7, (2.23)

onde 2/, = z./T, é uma constante. Desta forma, é possivel estimar tanto 7. quanto v
por meio de uma regressao linear. Note que, como x. ¢ uma constante que depende da
grandeza termodinamica escolhida, iremos obter estimativas diferentes para T, de cada
uma das grandezas consideradas. Porém, independente da grandeza considerada, no limite
termodinamica todas elas devem indicar o mesmo valor para T.. Na se¢ao de resultados
[0.3.4] serd apresentado na figura[27 um bom exemplo de como diversas grandezas diferentes

indicam o mesmo 7, para L — oo.
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Figura 3 — Gréfico das grandezas termodindmicas a) susceptibilidade magnética, b) suscep-
tibilidade magnética reescalada c¢) magnetizacdo e d) magnetizagao reescalada,
todas em funcao de x para diversos tamanhos de rede do modelo de Ising 2D.
Perto da temperatura critica (¢t = 0), as curvas das grandezas termodinamicas
reescaladas colapsam em uma uUnica curva como previsto pela teoria. Para
obter a reescala, usamos os valores exatos dos expoentes criticos, tabela |l e da
temperatura critica T, = 2.0/In (1 + /2).
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Existe uma outra forma para a relagdo de escala da temperatura critica que pode
ser conveniente em algumas analises, podendo ser utilizada também para estimar 7, e v.

A relagao é dada por,
60(11) :Bc + xlchil/yv (224)

onde 8 = 1/kgT e !, é uma constante.

Apébs usarmos as relagoes anteriores para estimar o valor de v, podemos utilizar o
colapso das curvas de outras grandezas termodinamicas, como as mostradas nas equagcoes
[2.2Th-c, para obter outros expoentes criticos. Sendo assim, considerando que o valor do
maximo de uma grandeza termodinamica @méx(xc) ¢é constante e sabendo como a grandeza
termodindmica escala com L, equagdes 2.2Th-c. Entdo, as grandezas termodindmicas devem

seguir a equacao dada por,
OméX(L) = Lwo@méx(l‘c)a (225)

onde w, é o expoente relacionado com a grandeza e Oy (z.) ¢ uma constante. Desta,
forma, podemos encontrar o valor de qualquer expoente w, fazendo uma regressao linear
utilizando a equacao,

In Onax(L) = w,ln(L) + C, (2.26)

onde C' = Op4x(.) é uma constante. Tomando como exemplo a susceptibilidade magnética,
equagao [2.21b, temos que,
Xmix (L) = L7 Xpan (). (2:27)

Desta forma, obtemos o valor de /v ao fazermos uma regressao linear utilizando a equagao,

I Yenae(L) = gln(L) +C, (2.28)
onde C' = Y4 (7c) é uma constante.

Nesta se¢ao, apresentamos a técnica de escala de tamanho finito, a qual nos permite
usar sistemas finitos para estimar os expoentes criticos e a temperatura critica de sistemas
no limite termodinamico. Para isso, basta obtermos os pontos de maximo de diversas
grandezas termodinamicas em tamanhos de rede diferentes e fazer uma regressao linear
utilizando as equacoes e[2.26] Este método serd muito utilizado durante a tese, ja que

lidamos exclusivamente com simulagoes computacionais.

2.7 Nao analiticidade da energia livre e transicoes de fase

Nos pontos onde transi¢coes de fase ocorrem, a energia livre apresenta uma nao
analiticidade. Essa caracteristica possui relacao direta com as divergéncias e descontinui-
dades apresentadas por grandezas termodinamicas. Para entender esta relagao, considere

a definicdo de uma fun¢do nao analitica:
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Uma func¢ao analitica é definida como infinitamente diferenciavel em todos os

pontos do dominio de forma que a série de Taylor da fun¢ao é dada por,

O (z
Qz) = 2_:0 Qn(!)(x — 19)", (2.29)

e esta converge para () dentro de seu raio de convergéncia.

Desta forma, considerando que a energia livre é dada por,

df (T —T.)2d*f 3
dT T—T, 2 dT? T—T,
vemos que, quando grandezas como o calor especifico ¢, = =T j%é apresentam descontinui-

dades ou divergéncias em algum ponto, a energia livre se torna nao analitica neste mesmo
ponto, pois uma de suas derivadas nao é bem definida. Com isso, percebemos que a nao
analiticidade da energia livre esta intimamente relacionada aos pontos de transigoes de

fase.

Um ponto importante, destacado por Fisher ao falar sobre a nao analiticidade da

energia livre [5], é reproduzido na citagao:

“Nonanalytic means that the function cannot be expressed by a Taylor series
expansion about the point in question which converges in every neighborhood of
the point. It is not necessary that any particular derivative of F(B) display a

discontinuity or become infinite.”

Ou seja, nao ¢é necessario que as derivadas apresentem divergéncias ou descontinuidades
para que f nao seja analitica, isso é uma condic¢ao suficiente, mas nao necessaria. Este é um
ponto muito interessante, pois existem transicoes de fase onde nenhuma das derivadas de
f apresentam descontinuidades ou divergéncias [23]. Um exemplo desse tipo de transigao,
chamada de transicao KT, é apresentado pelo modelo XY bidimensional. Neste modelo,
C, apresenta um pico, assim como em transi¢oes de fase continuas. Porém, no limite
termodinamico C, nao diverge e nao pode ser utilizada para identificar a temperatura critica
[24]. Nestas condigoes, apesar de ndo podermos confiar nas divergéncias e descontinuidades
das grandezas termodinamicas, a informagao sobre a transicao de fase ainda poderia ser
capturada pela nao analiticidade da energia livre, ja que divergéncias e descontinuidades

sao uma condicao suficiente, mas nao necessaria, para que f se torne nao analitica.

Nos préximos capitulos, apresentaremos diversos métodos que conseguem capturar
a informacao sobre a nao analiticidade da energia livre e identificar pontos de transicao
de fase. Mais especificamente, mostraremos usando os conceitos dos zeros da funcao de
particao que, pontos onde transi¢oes de fase ocorrem correspondem a singularidades na

energia livre e em suas derivadas. No que se segue, iremos introduzir o conceito dos zeros
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da func¢ao de particdo canonica no capitulo |3 o qual servird de base para apresentarmos

novos métodos desenvolvidos pelo nosso grupo de pesquisa nos capitulos 4 e [5
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3 Zeros de Fisher

Neste capitulo sera introduzido o conceito dos zeros da funcao de parti¢ao candnica,
mais conhecidos como zeros de Fisher [5]. Estes conceitos serao utilizados durante toda
a tese, principalmente ao apresentarmos os novos métodos nos capitulos [ 5 e [6] Sendo
assim, com o intuito de apresentar os métodos, comparar os resultados e mostrar a relagao
entre eles, iremos utilizar o modelo de Ising em uma rede quadrada como exemplo. Mais
especificamente, iremos utilizar a densidade de estados exatas do modelo Ising para redes
de tamanho L = 24,32,64, 150 [25]. Desta forma, ndo serd necessario nos preocuparmos
com imprecisoes numéricas e flutuacoes estatisticas, caracteristicas de métodos numéricos
como Monte Carlo. No que se segue, apresentaremos o método dos zeros de Fisher, a sua
ligacao com a nao analiticidade da energia livre e, por fim, a motivagao para a busca de

novos métodos.

3.1 Zeros de Fisher

Em seu artigo seminal [1,2], Yang-Lee apresentam o conceito dos zeros da fungao
de particdo grande candnica. Eles mostraram que ao fazer uma extensao analitica da
fugacidade, a densidade de zeros da funcao de particdo contém toda a informacao sobre
a termodindmica do sistema. Além disso, eles mostram que a densidade de zeros se
acumulam préximo ao eixo real positivo, indicando pontos onde transicoes de fase ocorrem.
Esse método foi posteriormente estendido para o ensemble candnico por Fisher, onde sao
conhecidos como zeros de Fisher. Tanto os zeros de Fisher quanto os zeros de Yang-Lee
foram utilizados para estudar diversos topicos e sistemas como a condensacao de Bose-
Einstein [26], percolagao [27], polimeros [28], modelos de spins em diversas redes [3}29.30],
e transigoes de fase dindmicas em sistemas quanticos [31]. Além disso, recentemente, foram

até mesmo medidos experimentalmente [4}32}|33].

Para introduzir os zeros de Fisher, considere a funcao de particao canonica dada
pela equacgao,

7= g(E)e " (3.1)

onde g(E) é a densidade de estados, 8 = 1/kgT é o inverso da temperatura T, kg é a
constante de Boltzmann e E sdo as energias de cada estado. Ao fazermos uma extensao
analitica da temperatura e discretizarmos a energia seguindo F,, = €, + ne |28,34], onde
n € N, ¢, é a menor energia do sistema e € é uma constante arbitraria relacionada a

discretizacdo da energia, a funcio de particio é reescrita como um polindémio em z = e=%¢



Capitulo 3. Zeros de Fisher 28

0® ®0ey, o Fisher 0.3 b)q ° - : Fisher
m Dominant 0.2 . o PY ® "‘ B Dominant
LT Py @
u«c‘c,' o. ,"
..('"'.r,e
0.1 1 oo
-~ -~ (1
N N a
— T 0.0 A
S g . ]
= ) S
—0.1- &°
. g8
o’«“.“:“"‘ "6'0
—021"" ® o " %,
° ° °
T T T T T T '_0.3 . T - T . T
-4 -2 0 2 4 6 0.0 0.1 0.2 0.3
Re{z} Re{z}

Figura 4 — a) Mapa dos zeros de Fisher para o modelo de Ising em uma rede quadrada de
tamanho L = 24, onde foi usado densidade de estados exata . b) Destaque
da regiao préxima ao zero dominante (quadrado). Ao todo sdao 576 zeros e o
zero dominante indica como temperatura pseudo critica T.(L) = 2.3016.

dado por,
N-1
Z=e" > g,2", (3.2)
n=0

onde N é o nimero total de energias discretas. Dado que g(E,) > 0, as raizes (zeros)
desse polindmio sdo complexas conjugadas e qualquer raiz real é negativa. Além disso, as
transicoes de fase sdo sinalizadas por zeros que se aproximam do eixo real positivo no
limite termodinamico, estes zeros sao chamados de zeros dominantes. Para sistemas finitos,
eles sdo os zeros com a menor parte imaginaria perto do eixo real positivo. A figura [4]
mostra um exemplo tipico dos zeros de Fisher, onde vemos em destaque o zero dominante

proximo ao eixo real.

Em sistemas finitos, utilizamos a posi¢ao dos zeros dominantes em conjunto com
as equagoes de escala de tamanho finito, secao ([2.6]), para obter a temperatura critica e o
expoente critico v. Sendo assim, ao localizarmos o zero dominante, obtemos o inverso da

temperatura de pseudo transi¢ao de fase usando a equagao,

pu(n) = 2R, (33)
onde z.(L) é o zero dominante e §.(L) = 1/kgT.(L) é o inverso da temperatura critica
T.(L), ambos para um sistema de tamanho L. Com isso, obtemos a temperatura de
transicao de fase T, e o expoente critico v, utilizando a equacao de escala de tamanho
finito dada por,

Bo(L) = fe + moL V", (3.4)

Note que é necessario fazer uma regressao utilizando 3 variaveis ao mesmo tempo, 3., x, e

v. Apesar de nao ser algo complicado, isso aumenta a incerteza nas estimativas.
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Dito isso, os métodos que serao apresentados nos proximos capitulos conseguem
estimar tanto (. quanto v utilizando equagoes separadas, diminuindo assim a incerteza e

facilitando a regressao linear.

3.2 Zeros de Fisher e a nao analiticidade da energia livre

Os zeros dominantes, ao se aproximarem do eixo real positivo no limite termo-
dindmico, sinalizam os pontos nos quais transi¢coes de fase ocorrem e refletem a nao
analiticidade da energia livre. Sendo assim, vamos relacionar as derivadas da energia livre
com os zeros de Fisher e mostrar que a condi¢ao de nao analiticidade é recuperada pelo

zero dominante tocando o eixo real positivo.

Como foi discutido na secao [2.7] é suficiente que a energia livre F' nao seja infinita-
mente derivavel para dizermos que a funcao nao é analitica no ponto E] Sendo assim, no
que segue, vamos reescrever as derivadas da energia livre em funcao dos zeros de Fisher e

observar seu comportamento no limite termodinamico.

Reescrevendo a funcao de particdo em funcao das suas raizes, temos que,

Z:O]hl <1—Z>, (3.5)

Zi

onde C' é uma constante e foi utilizado o teorema de fatorizagdo de Weierstrass [36]. Ao

substituirmos Z na equacao da energia livrte F' = —371ln Z, obtemos a equacao,

_5F:1nC+Nz_:lln (Z"_Z) (3.6)

i=0 <i

Desta forma, ao tomarmos as derivadas da energia livre no ponto de transicdo de fase,

encontramos,
N-1 5 e N1 5
8TF(T)]T:TC = —kBln C - ]i]B ; In (1 - Zj) + 70 = m, (37&)
2F(T)|r—r, = 1 kpz(In zc)2Nf = ] = ‘C“(Tc), (3.7b)
T. = (2 — 2)? T.

onde z, = e~¢/ksTe

€ R no limite termodinamico. Note que, como pode ser visto pelas
derivadas, tanto a nao analiticidade de F' quanto as divergéncias e descontinuidades de

grandezas termodinamicas, sao geradas pela presenca de um zero z; na posicao z.

1 Apesar de agora estarmos lidando com niimeros complexos, a definicdo de nio analiticidade é similar a

descrita na segao sendo suficiente que F' nao seja infinitamente derivavel. Maiores explicagoes sao
encontradas em |[35].
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3.3 Problemas com os zeros de Fisher

Nas se¢Oes anteriores, vimos que o zero dominante possui relagao direta com a
nao analiticidade da energia livre, sendo capaz de indicar o ponto onde a transi¢ao de
fase ocorre. Além disso, sabemos que ao estimarmos a posi¢ao do zero dominante z.(L),
conseguimos obter tanto o expoente critico v, quanto a temperatura de transicao de fase.
Tudo isso é possivel sem a necessidade de definirmos o parametro de ordem do sistema ou
procurarmos por divergéncias e descontinuidades em grandezas termodindmicas. Porém,
apesar de todas essas vantagens, os zeros de Fisher sao dificeis de serem utilizados na

pratica.

O principal problema do método ¢é a necessidade de encontrar a densidade de
estados g(F). Esta grandeza é conhecida de forma exata para poucos sistemas, sendo dificil
de obté-la até mesmo com o uso de métodos numéricos. Além disso, para encontrar as
raizes do polindémio de Z, os algoritmos tém que lidar com os valores de g(E) que podem
ultrapassar varias ordens de grandeza, além de resolver um polindmio de grau elevado.
Nestas condigoes, até mesmo algoritmos no estado da arte apresentam problemas numéricos.
Como exemplo, o artigo [6] cita que as raizes encontradas pelo Mathematica® [37] nio sio

todas complexas conjugadas como deveriam ser.

Para descrever melhor os problemas encontrados pelos zeros de Fisher, vamos
considerar o modelo de Ising em redes quadradas de tamanhos L = 24,32,64,150. A
tabela [2| mostra o valor méximo e minimo da densidade de estados, assim como o grau do
polinémio a ser resolvido para cada tamanho de rede. Note que os valores da densidade
de estados ultrapassam facilmente a precisao dupla dos computadores modernos, sendo
que até mesmo a quadrupla precisdo nao é suficiente para conter o valor maximo da
densidade de estados para L = 150. Além disso, o grau do polinémio é muito elevado e
cresce com o tamanho da rede. Em algoritmos que usam a deflagdo, processo que gera um
novo polindbmio com as mesmas raizes do original retirando as que ja foram encontradas,
isso ¢ um problema, ja que os erros numéricos podem se propagar ao retirarmos as raizes
encontradas [38]. Nessas condigoes, é esperado encontrar erros numéricos graves, até mesmo

em sistemas simples como o modelo de Ising.
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| L | guin(E) | gmax(E) | Zeros |

24 2 10172 576

32 2 10396 1024
64 2 103 | 4096
150 2 10577t | 22500

Tabela 2 — Comparativo de valores encontrados para a densidade de estados g(E) e o
ntmero de zeros para diversos tamanhos de rede L do modelo de Ising. Note
que a biblioteca de quadrupla precisao do Fortran (GCC libquadmath) aceita
como maior valor nimeros na ordem de 10?32, a rede de tamanho L = 150

ultrapassa facilmente esse valor.
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4 Zeros EPD

No capitulo anterior, foi apresentado o método dos zeros de Fisher e os problemas
numéricos encontrados ao utiliza-lo. Neste capitulo, vamos apresentar os zeros da distri-
buigao de probabilidade da energia (EPD) [6], um método capaz de resolver a maioria
dos problemas encontrados pelos zeros de Fisher. A seguir, iremos apresentar o método e

depois compara-lo com o método dos zeros de Fisher.

4.1 Os zeros da distribuicao de probabilidade da energia

Com o método dos zeros EPD, o grau do polinémio a ser resolvido é drasticamente
reduzido, além de restringirmos os valores dos coeficientes do polinémio ao intervalo (0, 1].
Nestas condi¢Oes mais amenas, nao temos os problemas numéricos encontrados pelos zeros
de Fisher. Os zeros EPD ja foram utilizados para encontrar transi¢coes de fase continuas,
descontinuas e até topolégicas [6,39,40], se mostrando uma excelente alternativa aos zeros
de Fisher.

Em esséncia, os zeros EPD nada mais sao do que os zeros de Fisher reescalados.
Para entender essa reescala e como ela consegue amenizar os problemas dos zeros de Fisher,
vamos considerar novamente a fungao de particdo Z. Ao multiplicar a fungao de particao
por e PoFefol =1 e discretizarmos a energia fazendo E,, = ¢, + ne [28,34], onde n € N,

encontramos a equacao,

7 = Zg(E)e_ﬁOEe_(B_B")E — ¢ AP > hg,(n)z", (4.1)
E n

onde 3, = 1/kgT, é o inverso de uma temperatura arbitraria T,, AS = 8 — f3,, hg,(n) =
gne~PoFn & a distribuicdo de probabilidade da energia ndo normalizada em 3, e x = e~27%.
Note que como ainda nao fizemos nenhuma aproximacao, o conjunto de zeros {z;} nao
sao nada mais do que os zeros de Fisher reescalados, ; = 2z;/e=%. A aproximacdo ¢ feita
quando descartarmos estados com baixa probabilidade de ocorrer, i.e., definimos um limite
h: e descartamos valores de hg, (n) que estiveram abaixo desse limite. Desta forma, como s6
estados sem importancia para o sistema na temperatura T, sao descartados, conseguimos
reduzir o grau do polinémio sem perder informagao relevante sobre a termodindmica do

sistema.

Apesar de parecer trivial, o processo de reescala e o descarte de estados causam
grandes mudancas nos zeros de Fisher e, a principio, ndo é claro como isso afeta o método
dos zeros EPD. A seguir, vamos discutir em mais detalhes as consequéncias do descarte de

estados e da reescala dos zeros de Fisher.
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4.1.1 O algoritmo de convergéncia e a reescala dos zeros de Fisher

Para entender como o algoritmo de convergéncia funciona, primeiro temos que
analisar como o zero dominante z, é reescalado. Sabemos que o zero dominante z, = e~ 7
é reescalado para a posicio x, = z./e ¢, onde 3, é um valor arbitrario. Desta forma,
ao escolhermos 3, = . 0 zero dominante x. tem que estar préximo ao ponto (1,0) em
sistemas finitos e no ponto (1,0) no limite termodindmico. Como exemplo de reescala,
a figura |5l mostra os zeros EPD para diversos valores de temperaturas, incluindo T.(L)
onde o zero dominante estd préximo de (1,0). Sabendo da posigao do zero dominante
na transicao de fase, temos um critério claro para encontrar os valores de (3, nos quais
transicoes de fase ocorrem. Ao explorarmos esse critério, o seguinte algoritmo foi proposto

para aproximar de forma iterativa um S,(L) arbitrario de [.(L):

1. Construa um histograma h,,(82) em 52(L).

2. Normalize de forma que max{h,(3?)} = 1 e descarte os coeficientes menores que o

limite h;.
3. Encontre os zeros do polindmio com coeficientes dados por h,(3?) apés o descarte.
4. Encontre o zero dominante, x/(L).

a) Se 77 estd préximo o suficiente do ponto (1,0), pare.

b) Se nao, faga 3T (L) = —In(R[zi(L)])/e + BI(L) e retorne ao item (1).

4.1.2 Estimando a temperatura e expoentes criticos

Assim como nos zeros de Fisher, conseguimos estimar a temperatura critica e o
expoente critico v usando diretamente o zero dominante x.. Porém, diferente do que ocorre
nos zeros de Fisher, temos duas equagoes separadas para estimar T, e v. De acordo com [6],

esperamos que a parte imaginaria do zero dominante escale seguindo,
Sm{z.(L)} ~ bL™Y". (4.2)
Desta forma, podemos obter v e depois obter T, utilizando a equacao de escala dada por,

Be(L) ~ B+ aL™ ', (4.3)

4.2 Descarte de estados e aproximacao dos zeros EPD

Para entender como o descarte de estados afetam os zeros EPD, vamos comparar

os zeros obtidos com e sem o descarte de estados para temperaturas T, < 1., T, =T, e
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Figura 5 — Zeros EPD para o modelo de Ising em uma rede quadrada de tamanho L = 24,
onde nao foram feitas aproximacoes, i.e., nao foi feito o descarte de estados e
utilizamos a densidade de estados exata [25]. Note que, para a temperatura
T. = 2.3016 o zero dominante z. (quadrado) esta préximo ao ponto (1,0), esta
é a mesma temperatura pseudo critica que encontramos para os zeros de Fisher
na sec¢ao anterior, mais especificamente na figura [4

T, > T.. Entao, proximo a temperatura critica, o descarte de estados nao afeta o zero
dominante, i.e., conseguimos obter o mesmo zero dominante com e sem o descarte de
estados, vide as figuras [6c-d. Porém, isso ndo acontece para temperaturas distantes de 7.
Para T, distante de T, nao conseguimos encontrar de fato o zero dominante, obtemos
somente uma aproximacao do zero dominante verdadeiro, como pode ser visto nas figuras
[Bp-b e [0p-f. Apesar disso, ainda conseguimos definir um zero pseudo dominante, o qual

possui a menor parte imaginaria e tem sua posi¢ao proxima ao zero dominante verdadeiro.

Como em temperaturas distantes de T, s6 obtemos uma aproximacao do zero
dominante ao descartarmos estados, somos obrigados a utilizar o algoritmo de convergén-
cia para conseguirmos de forma iterativa, aproximar o zero pseudo dominante do zero
dominante real em T = T,. Essa é a esséncia do algoritmo e da aproximacao que estamos
fazendo, apesar de nao termos a posi¢ao do zero dominante verdadeiro, ainda temos uma
aproximacao que melhora a medida que fazemos a iteragao do algoritmo. De fato, na
temperatura critica, essa aproximacao obtém exatamente o zero dominante real, sendo

possivel reproduzir os mesmos resultados obtidos pelos zeros de Fisher.

Uma tultima nota, apesar da discussao feita sobre a diferenca entre o zero dominante
e zero pseudo dominante, iremos abusar da notagao e chamar o zero pseudo dominante de
zero dominante, mesmo quando fizermos descarte de estados. Faremos isso para simplificar

a discussao e manter a consisténcia com o que é feito na literatura.
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Figura 6 — A coluna da esquerda mostra a distribui¢ao de probabilidade de Boltzmann
obtida usando a g(FE) exata com e sem o descarte de estados de by = 107 e
a coluna da direita os respectivos mapas de zeros. As temperaturas usadas para
gerar os histogramas e seus respectivos mapas de zeros foram a — b) T' = 2.0,
c—d) T, =23016 e e — f) T = 3.0. Note que, préximo a ¢ — d) T, mesmo
com o descarte de estados, obtemos o zero dominante verdadeiro. Porém, para
temperaturas distantes de T, por causa do descarte de estados, s conseguimos
obter uma aproximacgao para o zero dominante verdadeiro.
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4.3 Discussao e comparacao entre os métodos

Neste capitulo, vimos que os zeros EPD, em sua forma exata, nada mais sao do
que os zeros de Fisher reescalados. Também vimos que ao descartar estados reduzimos o
grau do polinémio e perdermos um pouco de informacao sobre o zero dominante, sendo
necessario o uso do algoritmo de convergéncia para obtermos de fato o zero dominante e

estimarmos T,(L).

Apesar da necessidade do algoritmo iterativo e de termos que fazer simulac¢oes
em temperaturas diferentes até que o algoritmo convirja, ainda assim o método dos
zeros EPD sdo superiores aos zeros de Fisher. Isso fica claro ao compararmos os dois
métodos. Nos zeros de Fisher, temos que estimar a densidade de estados, uma grandeza
dificil de ser encontrada até mesmo utilizando métodos numéricos, e temos que lidar com
um polinémio de grau elevado cujo os valores dos coeficientes ultrapassam facilmente a
precisao quadrupla dos computadores modernos. Para os zeros EPD, temos que estimar o
histograma de energia em algumas temperaturas, uma medida mais simples de ser obtida
do que densidade de estados, e os coeficientes do polindmio estao restritos ao intervalo (0, 1],
mesmo para redes grandes. Estas caracteristica ja sao suficientes para que os zeros EPD
sejam considerados melhores que os zeros de Fisher. Porém, os zeros EPD nos permitem
ainda reduzir o grau do polindmio, como pode ser visto na tabela [3| Por isso, os zeros

EPD sao mais simples e mais faceis de serem aplicados do que os zeros de Fisher.

‘ L ‘ EPD ‘ Fisher ‘
24 | 136 576
32 | 193 1024
64 | 433 4096
150 | 1037 | 22500

Tabela 3 — Comparativo entre o niimero de zeros necessarios ao utilizarmos os métodos dos
zeros de Fisher e o método dos zeros EPD. Os valores mostrados para os zeros
EPD, foram obtidos, respectivamente, usando histogramas nas temperaturas
pseudo criticas T.(L) = 2.3016, 2.2950, 2.2832, 2.2831 para as redes de tamanho
L = 24,32,64,150, onde foram descartados estados com valores menores que
h, = 1074,
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5 Zeros da MGF

Na secao anterior, vimos que os zeros EPD sdo mais faceis de serem utilizados que
os zeros de Fisher, possuindo diversas vantagens como um polinémio de grau reduzido e
coeficientes faceis de serem tratados. De fato, esse novo método é um avango para os zeros
da funcao de particdo canonica. Porém, ainda ha espaco para melhoréd-lo. Neste capitulo,
iremos apresentar um novo método para os zeros da funcao de particao, os zeros da funcgao
geradora dos momentos (MGF) [7]. Para explicar o funcionamento do método iremos
revisar os conceitos basicos sobre os momentos de uma distribuicao de probabilidade e
sua fungdo geradora, tragaremos sua relagdo com o ensemble candnico e a distribuicao de
probabilidade de Boltzmann, e em seguida apresentaremos o método. Apés isso, dedicamos

mais algumas se¢oes para discutir algumas nuances do método e as formas de aplica-lo.

5.1 Momentos da distribuicao de probabilidade

Os momentos de uma distribuicao de probabilidade nada mais sdo do que uma
forma alternativa de se representar a propria distribuicao, sendo possivel reconstrui-la
inteiramente a partir de seus momentos. Porém, em alguns casos patologicos isso nao ¢é
possivel [41]. De toda forma, é comum, e mais facil, usar os conceitos dos momentos e da
sua funcao geradora para estudar distribui¢oes de probabilidades. Nesta secao revisaremos

os conceitos basicos sobre os momentos de uma distribuicao de probabilidade.

Considere uma variavel aleatéria X e sua distribuigdo de probabilidade P(X). O

valor esperado de qualquer fungao f(X) que siga a distribuicdo P(X) é dado por,
(f(X)) = > f(X)P(X). (5.1)
X
Sendo assim, os momentos da distribuigdo P(X) sao dados pela sequéncia de médias,

n=(X") =) X"P(X), paran=0,1,2,... . (5.2)
X

Os momentos de ordem mais baixa tem significado e descrevem algumas caracteristicas
da distribui¢ao como por exemplo, my é a normalizagao da distribuicao e my é o valor

esperado de X. Os momentos mais altos, de forma geral, nao tém significado claro.

Apesar dos momentos terem uma definicao simples, como médias de X", a maioria
das vezes avaliar o somatoério acima nao é facil. Por isso, quando precisamos calcular os

momentos da distribuigao, nos usamos a fungao geradora dos momentos (MGF).
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5.2 Funcao geradora dos momentos
A funcgao geradora dos momentos de uma variavel aleatéria X é dada por,
Mx(t) = (), (5-3)
onde t ¢ uma varidvel arbitraria e estamos assumindo que a média de e!* exista. A partir

dessa funcao é possivel obter todos os momentos da distribuicao de probabilidade.

Para entender melhor como obtemos os momentos, primeiro fazemos uma expansao
em série de Taylor de Mx (t) e, reconhecendo que m,, = (X™), encontramos,

Mx(t) = (> )= =D

|
n=0 n=0 n. n=0

(5.4)

n! n!

Desta forma, obtemos o k-ésimo momento da distribuicao de probabilidade ao derivarmos
a MGF k vezes e fazermos t = 0. A defini¢cao formal para esse procedimento é dada pela
equacao,

_d"Mx(t)

o (5.5)

my
t=0
Por isso Mx(t) é chamada de func¢do de geradora, pois a partir dela conseguimos extrair

todos os momentos da distribuicao.

5.3 A funcao geradora dos momentos e o ensemble candnico

Até aqui, vimos o formalismo bésico sobre os momentos e a fun¢ao geradora. Agora
vamos relacionar os conceitos da secao anterior com o ensemble candnico e, um pouco

mais adiante, com os zeros EPD.

Considerando um sistema no ensemble canonico, i.e., um sistema imerso em um
banho térmico a temperatura e volume constantes, onde é permitido que a energia do
sistema flutue. Quando o sistema esta em equilibrio termodinamico, a energia flutua em

torno de uma média e segue a distribuicao de Boltzmann dada por,

g(E)e "
Z(B)

onde g(F) é a densidade de estados, 8 = 1/kgT é o inverso da temperatura 7', kg é a

P(E) = (5.6)

constante de Boltzmann, F é a energia do sistema e Z(3) = Y5 g(E)e #F ¢ a funcio de
particdo canoénica. A partir dessa distribuicdo vamos encontrar os seus momentos de E e
sua MGF.

Os conceitos sobre os momentos e a MGF apresentados nas se¢es anteriores sao

diretamente aplicados a distribuicdo de probabilidade de Boltzmann, ja que podemos
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considerar como variavel aleatoria a propria energia do sistema. Sendo assim, ao fazermos

X = F nas equagoes das secoes anteriores, as médias termodinamicas sao dadas por,

(f(E)) =X [(E)P(E), (5.7)
e os momentos de E por,
m, = (E") =Y E"P(E), paran=0,1,2,.... (5.8)

As defini¢Oes para os primeiros momentos sao as mesmas, mg ¢ a normalizacao da distri-
buicao de probabilidade, ou seja, é a propria funcao de particao Z, e my é o valor esperado

de E.

A funcao geradora dos momentos da distribuicao de probabilidade de Boltzmann é

dada por,
> B (BT & mpt”
E os momentos da distribui¢ao sdo encontrados ao derivarmos Mg(t) e fazer t = 0,
d"Mpg(t
My = (E") = d"Mp(t)| (5.10)
dtr o

Com isso, ao considerarmos a energia como uma variavel aleatéria, construimos uma

relagdo direta entre os conceitos de estatistica e o ensemble candnico.

Na proxima secao, irei mostrar uma nova formulagao para os zeros da funcao de
particao que possui relacao direta com os zeros EPD. Porém, nesta nova forma, nao iremos

utilizar a distribuicao de probabilidade em si, mas sim os seus momentos.

54 Os zeros da MGF

Com as relacoes entre o ensemble candnico e os conceitos de estatistica bem
definidos, vamos mostrar a relacao entre os zeros funcao de parti¢do candnica e os zeros da
MGF. Para isso, multiplicamos a funcdo de particio por e PeFefeP = 1 assim como feito
para os zeros EPD na se¢do [4.1] mas sem discretizarmos a energia. Com isso, obtemos a
equacao,

Z =3 hg,(E)e *FF, (5.11)
E

onde 8, = 1/kgT, é o inverso de uma temperatura arbitraria, Af = 3 — 3, e hg, (E) é
a distribuicao de probabilidade ndao normalizada da energia em (,. Ao expandirmos a

exponencial em uma série de Taylor e multiplicamos por 1 = Z(3,)/Z(3,), encontramos,

2(9) = 2(3) 3 mu() 5 = 2(5) 3 Py

k=0

(5.12)
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onde Z(f3,) é uma constante dada pela fungao de partigio em f3,, y = —AB e my(8,) = (E*)
sao os momentos da energia. Note que o somatdrio nada mais é do que a MGF da
distribui¢do de probabilidade da energia (MGF da energia) com t = y, vide equacdo [5.9]
Sendo assim, como Z, é s6 uma constante, vemos que os zeros da funcao de particao e
os zeros da MGF contém a mesma informacao sobre a termodindmica do sistema. Desta
forma, os zeros da MGF reproduzem os mesmos resultados encontrados pelos zeros EPD e
pelos zeros de Fisher, e como sera visto, também precisa de um algoritmo de convergéncia.
O método ainda possui a vantagem de nao discretizar a energia, sendo util para o estudo
sistemas que apresentem energias continuas, pois evitamos quais quer problemas gerados

pela discretizacao de E.
Os zeros EPD e os zeros da MGF estao ligados por uma relacao simples, dada por,
x; = e PP = evie | (5.13)

Sendo possivel mapear o conjunto de zeros dos momentos {y;} no conjunto de zeros EPD
{z;}. Desta forma, podemos usar alguns resultados obtidos para os zeros EPD nos zeros
da MGEF. Por exemplo, na transicao de fase, sabemos que o zero dominante dos zeros
EPD esté préximo do ponto (1,0). Sendo assim, usando a equagao , sabemos que o
zero dominante da MGF tem que estar préximo ao ponto (0,0). Com essa informagao,
podemos facilmente adaptar o algoritmo de convergéncia dos zeros EPD para os zeros da

MGPF, como descrito abaixo.

1 Encontre os momentos da energia my(37) = (E¥) em 7.
2 Encontre os zeros do polinémio com coeficientes dados por my(57)/k!.
3 Encontre o zero dominante, y’(L).

a) Se yl estd proximo o suficiente de (0,0), pare.

b) Se ndo, faga 32T (L) = B2(L) — Re{y (L)} e retorne ao item (1).

Repare que poderiamos usar o mesmo formalismo desenvolvido para os zeros EPD
nos zeros da MGF, sendo necessario somente fazer a conversao entre o conjunto de zeros
da MGF {y;} para o conjunto de zeros EPD {x;}. Porém, escolhemos explorar de forma
independente os zeros da MGF desenvolvendo todo o seu formalismo de forma separada.
Vamos usar os zeros EPD somente como inspiracao e como forma de comparar os resultados
obtidos.

No que se segue, iremos apresentar a relagao de escala dos zeros da MGF, assim
como as relagoes utilizadas para obter os valores de 5.(L) e de v. Além disso, iremos discutir
como ¢ feita a reducao no grau do polinomio dos zeros da MGF e também apresentaremos
uma forma de estender o método para o ensemble grande canonico, onde os zeros sao

chamados de zeros de Yang-Lee.
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5.5 Escala de tamanho finito e os zeros da MGF

Os zeros da MGF possuem uma relagdo interessante com as fungoes de escala

discutidas na segao [2.6] Note que grandezas termodindmicas escalam da seguinte forma,

O =L1"0,(x), (5.14)
onde O é uma grandeza termodindmica qualquer, y, esta relacionado com os expoentes
criticos da grandeza e O(r) é uma fungio de escala. Relembrando a discussao feita na
segdo [2.6] sabemos que as fungoes de escala sdo independentes do tamanho do sistema
L na transicao de fase, onde x — 0. Desta forma, como os coeficientes dos zeros da
MGF sao dados por médias termodinamicas, podemos reescalar todos os coeficientes
do polindbmio da mesma forma que reescalamos a magnetizagao nas segoes e[2.6l O
polinémio com os coeficientes reescalados passam a nao depender de L na transicao de

fase. O desenvolvimento e as consequéncias dessa reescala serdao discutidos a seguir.

Considere que os momentos da energia seguem a fungao de escala [42,43] dada por,

my, = L*Vig (). (5.15)

Desta forma, ao multiplicarmos o polinémio da MGF, equagao , por 1 = LF/Y /LY,

obtemos o polinémio reescalado dado por,

Mp(y) = > "y = C T nale) - ws). (5.16)
k=0 i=0
onde y, = y/L~Y". Note que esse polindmio, assim como suas raizes, escala como se

fossem uma grandeza termodinamica. Sendo assim, perto da transigdo fase, onde z — 0, o
) ) )
polinémio e suas raizes sao independentes do tamanho do sistema. Em particular, o zero

dominante tem que escalar como,

L%/V - %e{yc};;/sym{%}i =7(x) + f(2)i, (5-17)

onde g(x) e f(x) sdo funcdes de escala. Além disso, como Re{y.} ~ 0 perto da transicio

de fase, entao a parte imaginaria do zero dominante escala seguindo a equagao,
Sm{y.(L)} = L7 f(z). (5.18)

Esse comportamento de escala é esperado, ja que os zeros EPD também escalam seguindo
a mesma regra. Porém, para os zeros EPD isso era s6 uma expectativa e nenhuma prova
concreta tinha sido apresentada. Com os zeros da MGF, conseguimos demonstrar de
forma apropriada a relacao de escala dos zeros e podemos obter v sem a necessidade de

converté-los para os zeros EPD.
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Assim como nos zeros EPD, os zeros da MGF possuem duas equacoes separadas
para obter v e T.. Obtemos v usando a equacao e a temperatura critica é estimada

usando a relacao de escala dada por,
Be(L) ~ B+ aL ™", (5.19)

Desta forma, utilizando somente os zeros da MGF, conseguimos obter as mesmas grandezas

que seriam estimadas pelos zeros EPD.

5.6 Truncando a série

Os zeros da MGF, em sua forma exata, equacao possuem um numero infinito
de zeros. A reducao do grau do polindmio é feita ao truncarmos a série de poténcias em
um termo qualquer k... Como consequéncia, apds truncarmos a série os zeros da MGF
passam a ser uma aproximacgao dos zeros EPD. Sendo assim, ¢ interessante estudar a

relacao entre o valor de k.« e a qualidade da aproximacao obtida pelos zeros da MGF.

Para compreender os efeitos da escolha de k. nos zeros, vamos tomar como base
os zeros EPD e comparar os resultados obtidos pelos zeros da MGF para diversos valores
de kmax. Como pode ser visto na figura [7, os zeros da MGF se aproximam dos zeros
EPD a medida que kya, aumenta. Sendo que os zeros EPD préximos ao ponto (0,0) sdo
aproximados primeiro. Desta forma, é esperado que o zero dominante seja estimado usando

poucos termos da série.

O valor de k. necessario para estimar o zero dominante é infimo perto dos outros
métodos discutidos até aqui. A tabela |4 mostra um comparativo entre os métodos. Desta
forma, os zeros da MGF possibilitam obter os mesmos resultados dos zeros EPD, porém

utilizando um polindémio de grau extremamente reduzido.

5.7 Discussoes sobre a implementacao do método

Antes de aplicarmos o método dos zeros da MGF, algumas nuances devem ser
discutidas. Nas préximas se¢oes, vamos mostrar como podemos escolher o valor de k.
durante o processo de convergéncia, discutiremos formas alternativas para o polinémio dos
zeros da MGF e por fim, apresentamos uma forma para controlar os valores dos coeficientes

do polinémio.

5.7.1 Escolhendo k.

Usando o método dos zeros da MGF', o grau do polinémio além de ser reduzido,
cresce devagar com o tamanho do sistema. O motivo disso ocorrer é facil de ser entendido,

pois o valor de k., necesséario para estimar o zero dominante nao depende significantemente
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Figura 7 — Comparagao entre os zeros da MGF com diferentes valores de k.« € 0s zeros
EPD, ambos na mesma temperatura 7' = 2.2806. Para comparacao, utilizamos
a densidade de estados exata [25] para o modelo de Ising com tamanho L = 24.
Note que o zero dominante, o zero mais préximo do ponto (0,0), é aproximado
com um valor pequeno de k... Para apresentar os zeros EPD na mesma escala
que os zeros MGF, utilizamos a relacdo x = e¥¢, onde = sdo os zeros EPD
originais e y os zeros na escala MGF.
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[ L [ Fisher [ EPD | MGF |
24 | 576 | 136 | 35
32 | 1024 | 193 | 36
64 | 4006 | 433 | 40
150 | 22500 | 1037 | 49

Tabela 4 — Comparativo entre o grau do polindomio em cada um dos métodos apresentados
até agora. Essa comparacao foi feita usando a densidade de estados exata [25]
para o modelo de Ising com redes tamanho L = 24,32, 64, 150 e os histogramas
usados para os zeros EPD foram obtidos para as temperaturas de pseudo
transicao 2.3016, 2.2950, 2.2832 e 2.2831, respectivamente. Para os zeros EPD
descartamos estados com probabilidades menores que h; = 10~* e nao foi feito
o descarte de estados para os zeros da MGF. Como serd visto, existem equagoes
diferentes para os zeros da MGF que afetam o grau do polindbmio necesséario
para encontrar o zero dominante, neste caso utilizamos a equagao [5.22] Note
que o grau do polinémio dos zeros da MGF cresce muito lentamente com o
tamanho do sistema.

do tamanho do sistema, mas sim da distancia em que ele se encontra do ponto (0,0).
Sendo assim, também é esperado que em temperaturas distantes de T, precisemos de um
valor maior de ky.x para encontrarmos o zero dominante. A figura [8h, mostra o valor de

kmax Necessario para estimar o zero dominante em funcao da temperatura.

A figura [8p também nos mostra um critério para escolher o valor de k., durante
todo o processo de convergéncia do algoritimo. Como temos um minimo global perto
da transicao de fase, qualquer valor de k., que consiga estimar o zero dominante em
uma temperatura inicial T, sera suficiente para estimar o zero dominante durante todo o

processo de convergéncia.

Um efeito interessante acontece ao considerarmos o descarte de estados na distri-
buicao de probabilidade, como estamos descartando estados com baixa probabilidade de
ocorrem as médias termodindmicas nao sao muito afetadas. Porém, como foi visto na
segdo anterior, na figura [0} o efeito do descarte de estados aproxima o zero dominante do
ponto (0,0) (no caso dos zeros EPD ¢é o ponto (1,0)). Sendo assim, é esperado que ao
descartarmos estados, precisemos de um valor menor de k.« para obter o zero dominante.
Isso acontece de fato, como pode ser visto na figura [§b, onde mostramos o valor de kmax
necessario para estimar o zero dominante em funcao da temperatura. Desta forma, o
descarte de estados também funciona muito bem para os zeros da MGF, sendo até mesmo

aconselhéavel.

5.7.2 Escolhendo a equacdo da MGF

Como ja foi dito, os zeros da MGF sao uma aproximacgao dos zeros EPD, sendo que

essa aproximacao é controlada pelo valor de k... Quanto maior é o valor de k., maior
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Figura 8 — Grau minimo para estimar o zero dominante a) sem o descarte de estados e b)
aplicando um descarte de h; = 10~* na distribuicdo de probabilidade. Note que,
o grau do polinémio necessario para estimar o zero dominante é sempre minimo
proximo a transicao de fase. Além disso, ao descartarmos estados com baixa
probabilidade de serem encontrados, reduzimos ainda mais o grau necessario
para estimar y,.

¢ o nimero de zeros EPD aproximados pelos zeros da MGF. Desta forma, é extremamente
interessante que consigamos aproximar a maior quantidade possivel de zeros EPD, usando o
menor valor possivel de k... Para estudar essa relacao, vamos utilizar formas alternativas

do polinémio dos zeros da MGF.

Todas as equagoes que serdo descritas aqui sdo obtidas a partir da equagao [5.11}
sendo que todas contém a mesma informacao termodinamica dos zeros da funcao de
particao. Sendo assim, considere as trés formulagoes que se seguem: a equacao da MGF

discreta dada por,

e~ 3y Paln)En)? hﬁo (—AB)*, (5.20)

k=0 n
onde foi feita uma discretizagdo da energia F = ¢, + ne, com n inteiro. A equagao da

MGF ja apresentada nas se¢Oes anteriores, dada por,
> my
R 5.21
W s

onde my, = (E*) sdo os momentos da energia. E a equacio da MGF com os momentos

centrais dada por,

Z=e07(5) 3 T80, (5:22)

onde fazemos a multiplicagao por 1 = e*A5<E>eAﬁ<E> em§ = ((E — (E))*) sao os momentos
centrais da energia. Apesar das trés formulagdes gerarem os mesmos resultados, cada uma

delas aproximam uma quantidade diferente de zeros EPD dado um mesmo valor de ki ay,
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Figura 9 — Comparando as varias equagoes possiveis para os zeros da MGF, vemos que
para o mesmo k. = 120 cada uma delas aproxima uma quantidade diferente
de zeros EPD. A equagdo que utiliza os momentos centrais, equagao [5.22] é a
mais indicada para ser utilizada, j4 que ela estima um maior nimero de zeros
EPD. Estes zeros foram obtidos utilizando a densidade de estados exata
do modelo de Ising em uma rede quadrada de tamanho L = 24.

como pode ser visto na figura @ Note que a equacao que utiliza os momentos centrais
como coeficientes, equagao [5.22, aproxima um ntimero maior de zeros EPD, enquanto a
equagao que utiliza os momentos como coeficientes, equagao [5.21] possui desempenho pior
do que todas as outras equagoes. Sendo assim, é aconselhavel utilizar a equagao com os
momentos centrais, pois com um polinémio de grau menor conseguimos aproximar um

numero maior de zeros EPD.

O real motivo pelo qual o nimero de zeros aproximados é diferente em cada equacao
ainda nao é claro. A principio todos os polinémios sao equivalentes, carregando a mesma
informagao termodindmica. Porém, até mesmo a equacgao discreta, equacao [5.20] consegue

aproximar uma quantidade maior de zeros do que a equacao [5.21] que foi originalmente
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proposta como a equacao do polindmio dos zeros da MGF. A tinica mudanga que ocorre
nas trés equacoes ¢ o fator constante que multiplica o polinémio, mas o calculo das raizes
nao depende dessa constante. Sendo assim, nao temos um motivo claro para a diferenca

no numero de zeros.

Outro ponto importante é que os coeficientes do polinémio dos zeros da MGF nao
sao necessariamente positivos, ja que sao dados por médias termodinadmicas. Sendo assim,
diferente do que ocorria com os zeros EPD e com os zeros de Fisher, o zero dominante
Y. pode ser encontrado no segundo quadrante, ou seja, a sua parte real pode ter um
valor negativo. Isto nao chega a ser um problema para o método, porque o algoritmo de
convergéncia s6 leva em conta a distancia do zero dominante ao ponto (0, 0), nao fazendo

diferenca se o mesmo estd no primeiro ou no segundo quadrante.

Com o intuito de prevenir quaisquer problemas que a presenca de coeficientes
negativos possam gerar, vamos descrever duas formas de corrigir esse problema. Em
casos simples, onde somente os coeficientes impares possuem valores negativos, podemos
facilmente compensar esse sinal negativo com o do termo (—AB)*, presente em todas as
equacoes descritas nesta secao. Outra forma mais geral, é converter os zeros da MGF
para o plano dos zeros EPD, onde é garantido que o zero dominante vai estar no primeiro
quadrante. Utilizando qualquer uma das duas abordagens descritas, garantimos que a
parte real do zero dominante vai ser sempre positiva e resolvemos quaisquer problemas

gerados por coeficientes negativos.

5.7.3 Controlando o valor dos coeficientes

Os coeficientes do polindmio da MGF sao dados por valores de (E*) que tendem a
divergir para k. elevado. O primeiro truque simples para controlar o valor dos coeficientes
¢ utilizar a equacao [5.22] onde os coeficientes sdo dados pelos momentos centrais m§, =
((E — (E))*). Porém, um truque ainda mais simples, e que pode ser usado em conjunto
com os momentos centrais, é controlar o valor dos momentos reescalando os coeficientes.

k

A reescala é feita ao multiplicarmos a equacio da MGF por 1 = €¥/e. de onde obtemos,

k

0o k
mge, Yy
z=2(8)3 (L) (5.23)
k=0 ' o

Desta forma, podemos controlar o valor dos coeficientes utilizando o parametro ¢,, sendo
que a unica alteracdo nos zeros é devido a uma reescala nos seus valores. Com isso
conseguimos utilizar valores mais altos de k.« sem a necessidade de aumentarmos a

precisao numeérica.
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5.8 Sobre a generalizacdo do método

Os zeros da MGF foram desenvolvidos com base nos zeros EPD, nos quais conside-
ramos uma extensao analitica do parametro de controle 5. Porém, isso é s6 uma restricao
feita para apresentarmos o método, os zeros da MGF podem ser utilizados em outras

distribui¢oes de probabilidade com parametros de controle diferentes.

Como exemplo, vamos considerar o modelo de Ising em um campo magnético h. A

Hamiltoniana desse sistema é dada por,

H(J, H) = —JZ 0,05 — HM7 (524)
(47j>

onde H = ph, p é o momento magnético e M ¢é a magnetizagao total do sistema. Entao, a
funcao de particdo canodnica é dada por,
Z =3 g(E, M)e™ 2. 77 FHM (5.25)
E,M
Ao fazermos uma extensao analitica do campo H e multiplicarmos Z por 1 = e #HoMgBHM

encontramos,

Z =" g(E, M)e PHIHo) SAHM (5.26)
E,.M

onde AH = H — H,. Desta forma, ao expandirmos a segunda exponencial em série de

Taylor e rearranjarmos os termos, encontramos a equacao,

[e'¢) Mk
Z oy < 1 >wk, (5.27)
k=0 :

onde w = BAH, (M*) sdao os momentos da distribuicdo de probabilidade da magnetizacio
para (§, H,) e o termo do somatério é a MGF da distribuicao de probabilidade da
magnetizacdo (MGF da magnetizacao). Este polinémio pode ser utilizado para encontrar
transicoes de fase em H da mesma forma que fizemos para 3. Sendo assim, o algoritmo de

convergéncia, levemente modificado, é dado por:

1 Encontre os momentos da magnetizaciao my(H?) = (M*) em (3, H?).
2 Encontre os zeros do polindmio com coeficientes dados por my(H?)/k!.
3 Encontre o zero dominante, w?(L).

a) Se wl estd proximo o suficiente de (0,0), pare.

b) Se nao, faga HI (L) = HI(L) + Re{w!(L)}/B e retorne ao item (1.).

Da mesma forma que foi feito anteriormente, também podemos obter a relagao de
escala para o zero dominante. Considerando que os momentos da magnetizacao seguem a

relagdo de escala [42,43] dada por,

my, = L7FB/= D), (5.28)
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Figura 10 — Mapa de zeros da MGF da magnetizagao para o modelo de Ising em uma rede
quadrada, onde os momentos da magnetizacao foram obtidos no ponto H, = 0
e =1/T.(L), T.(L) é a temperatura de transi¢ao de fase indicada pelos
zeros da MGF da energia. a) Mapa de zeros sem a reescala obtido utilizando a
equagao e b) mapa de zeros com a reescala obtidos utilizando a equagao
5.29 onde usamos k. = 50 e os valores exatos dos expoentes B = 1/8, v =1
ed=2.

onde B é o expoente relacionado com magnetizacao (definido como /8 na introdugéo) e

mg(z) é uma funcao de escala. Desta forma, ao multiplicarmos o polinémio da MGF da

magnetizacio por 1 = L~FB/v=d) /[ =k(B/v=d) "encontramos o polindmio reescalado dado
por,

> W
onde w, = w/LPB/"~ Desta forma, 0 polinémio e suas raizes sao independente do

tamanho do sistema L perto da transigao de fase, a figura [I0] mostra os zeros reescalados.

Em particular, o zero dominante escala seguindo a equagao,
Sm{uw,(L)} = L2 =1F(x), (5.30)

onde f(x) é uma funcio de escala.

Com isso, vemos que os zeros da MGF é um método geral que consegue encontrar
transi¢oes de fase nao s6 na temperatura, mas também em qualquer outro parametro

presente na Hamiltoniana.
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6 Nao analiticidades da CGF

No capitulo anterior, mostramos como podemos usar conceitos sobre probabilidade
para aprimorar os zeros da funcao de particao, onde tomamos como base os zeros EPD
e, usando a relagao entre a distribuicao de probabilidade e seus momentos, construimos
os zeros da MGF. Porém, existem diversas formas de se expressar tanto a distribuicao
de probabilidade quanto a fungao geradora dos momentos. Entao, a préxima questao
natural é: quais outros conceitos de estatistica podem ser aplicados aos zeros da funcao de

particao?

Neste capitulo vamos fazer uma pequena digressao e mostrar um novo método
que utiliza os conceitos da fungao geradora dos cumulantes (CGF - Cumulant Generating
Function). Da mesma forma que fizemos anteriormente, iremos apresentar neste capitulo
uma breve revisao sobre a CGF e a sua relacdo com o ensemble candnico. Apos isso,
iremos construir a conexao entre os zeros da MGF e as nao analiticidades da CGF
mostrando a relagdo entre os dois métodos. Também discutiremos brevemente as vantagens

e desvantagens do método.

6.1 Funcao geradora dos cumulantes

Como foi dito, ¢ mais simples descrever a distribuicao de probabilidade utilizando
os seus momentos e sua funcao geradora. Porém, existe uma forma ainda mais simples
de se descrever a informacao contida nos momentos e na MGF, isso ¢ feito utilizando o

conceito de cumulantes.

Para entender a relacao entre a MGF e a CGF, vamos considerar novamente uma
varidvel aleatéria X e sua distribuigdo de probabilidade P(X). Com isso, a rela¢do entre a
MGEF e a CGF é dada pela equacao,

Kx(t) =In Mx(t) = In (), (6.1)

onde Kx(t) é a CGF et é uma variavel arbitraria. Sendo assim, da mesma forma que a

funcao geradora dos momentos, a CGF é dada pela expansao em série de Taylor,
Kx(t) =) —t", (6.2)

da qual retiramos os cumulantes k, ao tomarmos as derivadas em ¢t = 0,

_ d"Kx(t)

k
" dtn

(6.3)
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Os cumulantes de ordem mais baixa possuem significado, assim como nos momentos.
Desta forma, sabendo da relagao entre os cumulantes e os momentos, m,, dada pela

equacao [44],
k, =m, — nz—:l (n a 1) kimg,_;. (6.4)
Obtemos as relagoes para os seis primeiros cumulantes,
k1 = my,
Rg = Mg — m12,
K3 = M3 — 3mamy + 2m,°,
Ky = my — dmsmy — 3ms? + 12mom, % — 6m14, (6.5)
Ks = ms — bmamy — 10msms + 20msma? + 30ms>my — 60mam;> + 24m,°,
Ke = Mg — b6msm; — 15myamo + 30mym,2 — 1Omg2 + 120msm2my,
— 120mamy® + 30ms® — 270ms*my* + 360mamy* — 120m;°.

Sendo assim, vemos que o primeiro cumulante é o valor médio de X e o segundo cumulante
¢ a variancia da distribuicao (X — (X))?).

6.2 A funcao geradora dos cumulantes e o ensemble canonico

Assim como feito na se¢ao[5.3] obtemos a relacao entre a CGF e o ensemble canénico
ao fazermos X = E nas equagdes da se¢ao anterior. Além disso, a relagao direta com os
zeros da MGF é obtida ao considerarmos t = —AfS = y. Desta forma, a equacao da CGF

para o ensemble candnico é dada por,

Kg(y) =In Mg(y). (6.6)

Sua expansao em série de poténcias é dada por,

Kg(y) = i

da qual retiramos os cumulantes k, ao tomarmos as derivadas,

dn
k,=—K . 6.8
4y B(Y) (6.8)

y=0

kn

n!

T (6.7)

Como foi visto no capitulo anterior, a MGF contém a mesma informacao que
a funcao de particao canonica. De fato, a MGF é proporcional a funcdo de particao,
Z = Z(Bs)ME(y). Sendo assim, usando a equagao conseguimos relacionar a CGF e a

energia livre
F = =5(ln Z(8,) +In Me(=A8)) = =5(C+ Ke(y) (6.9)

Desta forma, vemos que a CGF ¢ a energia livre a menos de uma constante.
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6.3 Cumulantes e as ndo analiticidades da energia livre

Nesta secao vamos mostrar que a CGF mimetiza o comportamento da energia livre
perto da transicao de fase, ou seja, suas derivadas também possuem relacao com grandezas

termodindmicas e, préximo a transi¢ao de fase, Kz (y) desenvolve uma nao analiticidade.

Na se¢ao[2.7, mostramos que a nao analiticidade da energia livre pode ser relacionada
com grandezas termodinamicas as quais apresentam divergéncias e descontinuidades na
transicao de fase. De forma mais especifica, relacionamos o calor especifico com a segunda
derivada da energia livre, dada por,

d*F

v = _Tiv
¢ dT?

(6.10)

e vimos que uma divergéncia em C, era suficiente para tornar a energia livre nao analitica.

Agora, vamos mostrar que a CGF apresenta o mesmo comportamento.

Para isso, considere as derivadas da CGF dadas por,

Oy Ke(y)ly=0 = 9s(=BF)|s=p. = —k1(be), (6.11)

Oy Kp()ly—0 = 05(=BF)|s=s. = k2(Be), (6.12)

onde usamos a relagao J; = (—=1)"05. Sendo assim, da mesma forma que a energia livre, a

segunda derivada da CGF se relaciona com o calor especifico, dado que,
ky = ((E — (E))?) = kpT*C,. (6.13)

Desta forma, uma divergéncia no calor especifico também causa uma nao analiticidade na

CGF, assim como em F.

6.4 Os zeros da MGF e a nao analiticidade da CGF

Outra relagdo importante, discutida na secao se da entre os zeros de Fisher e a
energia livre. Foi mostrado que a informacao sobre a nao analiticidade da energia livre é
capturada pela presenca de uma singularidade (zero) préxima ao eixo real positivo. Desta
forma, vamos mostrar que a nao analiticidade da CGF é causada pela presenca do zero

dominante da MGF tocando o eixo real no ponto (0, 0).

Para demonstrar isso, vamos reescrever as derivadas da CGF em funcao dos zeros

da MGF. Considerando que a equacao do k-ésimo cumulante é dada por,

dn

dTL
k,=—K
4y 5(Y)

= @ln Mg (y)
y=0

(6.14)

y=0
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Ao reescrever Mp(y) em fungao de seus zeros, temos que,

nf-)

onde foi usado o teorema de fatorizacao de Weierstrass [36]. Sendo assim, para n > 1,

k= O'In (6.15)

y=0

temos que,
> 1
k= —(n -1y —

—.
i—0 Yi

Desta forma, vemos que a informacao sobre a nao analiticidade da CGF é capturada pelo

(6.16)

zero dominante da MGF 7., o qual, no limite termodinamico, toca o eixo real no ponto
(0,0). Mais ainda, vemos também que para n = 2, o zero dominante da MGF também esta

relacionado a divergéncias e descontinuidades em grandezas termodinamicas dado que,

|
ko = kpT?Cp = =) "l (6.17)
=0 Ji

As relagoes desenvolvidas até aqui, mostraram que os zeros da MGF e a nao
analiticidade da CGF contém a mesma informacgao que os zeros de Z e a nao analiticidade
de F. Porém, ao utilizarmos os conceitos da CGF e da MGF, conseguimos descrever estes
comportamentos de forma mais simples. Na proxima se¢ao, iremos mostrar como podemos
utilizar a CGF para obter o zero dominante da MGF de forma direta, sem a necessidade

de calcularmos as raizes de um polinémio.

6.5 Cumulantes e o zero dominante

O método que serd apresentado nesta secao foi recentemente aplicado em diversos
sistemas [42,43,45-47], sendo um método tao geral quanto os zeros da MGF. Na sequéncia,
iremos refazer a dedugao apresentada no artigo [47], no qual os zeros da MGF nao foram

utilizados de forma explicita.

Considere a equacao dos cumulantes, dada por,

k,=—(n—1)!

1=0

—, (6.18)
i

onde n > 1. Dado que o zero dominante é o responsavel pela nao analiticidade da CGF, e

que no limite termodindmico ele converge para o ponto (0,0), é facil de ver que o zero

dominante da a maior contribui¢ao para o valor de k,. Sendo assim, considerando somente

o par conjugado de zeros dominantes, temos que,

o~ —(n — 1)!( L2 ) S (6.19)

yn | oyen |ye|2

2 cos(nd) .

kp ~ —(n —1)! e (6.20)
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Com a equagao percebemos que é possivel estimar o zero dominante y. a
partir de sua relacdo com o n-ésimo cumulante. Sendo assim, considerando as relagoes

entre os cumulantes dadas por,

knt1  n ocos[(n+ 1)0]
En  |y.| cos[nd)

- — ko1 _ lye| cos|[(n —1)0]
" k., (n—1) cos[nd] '

kg2 (n+1)cos[(n + 2)0]

K=

n

I

(6.21)

K, =2 =

" ke el cosl(n +1)0)
ko 1

.

1 = —— = —.
n+ kn+1 K;Lr

Ao fazermos n > 1, podemos reescrever as relagoes entre os cumulantes e o zero dominante
como uma sistema de equacoes e garantir que a equagao [6.20| ¢ uma boa aproximacao.

Desta forma, encontramos o sistema dado por,

[me[yc]] N [1 - ] [(n - 1)K;] 622
i -5 |

Y R nk,

Ao resolvermos este sistema, conseguimos estimar o zero dominante diretamente usando
somente os valores dos cumulantes em uma temperatura arbitraria 3,. Note que os valores
dos cumulantes podem ser obtidos a partir de sua relacao com os momentos, equagao (6.5

e a parte imagindria de y. pode ser obtida pela equacao |y.|* = Re{y.}? + Sm{y.}>

Assim como nos zeros da MGF, o método dos cumulantes nao esta limitado a
ser usado somente com os momentos da energia. De fato, ao utilizarmos os cumulantes
da magnetizagao para resolver o sistema [6.22] obtemos o zero dominante w,, o qual esté

relacionado com a MGF da magnetizagao.

6.6 Comparando os métodos

Como desenvolvemos a teoria utilizando os zeros da MGF, podemos facilmente
uséa-los para comparar os resultados obtidos pelos cumulantes. Desta forma, vamos utilizar
o modelo de Ising em uma rede quadrada de tamanho L = 24, resolver o sistema para
valores de n = [2,...,45] e comparar os resultados com o zero dominante encontrado pela

MGF. Isto é feito para diversos valores de [3,.

Para (3, = (., os valores do zero dominante obtidos pela MGF e pelos cumulantes
sao iguais, como pode ser visto nas figuras e [IIpb. Porém, a medida que nos afastando
da temperatura critica, as estimativas obtidas pelo sistema nao sdo tao precisas, como
pode ser visto nas figuras até [[1h. Apesar de ser necessério mais anélises, o desvio
apresentado para temperaturas distantes da temperatura critica parece ser causado por

imprecisdes numéricas no calculo dos cumulantes. Sendo assim, o método dos cumulantes
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Figura 11 — Utilizamos o modelo de Ising em uma rede quadrada de tamanho L = 24
para comparar o zero dominante encontrado pela MGF e o zero dominante

encontrado pelos cumulantes. Em temperaturas préximas da temperatura
critica, a-b) T' = 2.3016 e c-d) T' = 2.0, encontramos uma boa aproximagao

para .. A medida que nos afastamos da temperatura critica, a qualidade

da aproximacao de y. degrada, e-f) T = 3.0 e g-h) T' = 4.0. Utilizamos o
Mathematica® [37] e a densidade de estados exata para calcular os cumulantes.

deve ser capaz de gerar os mesmos resultados dos zeros da MGF, dado que sejamos capazes

de melhorar a precisao numérica.

Outro ponto importante, nao discutido pelo autor do método dos cumulantes, é

a necessidade do algoritmo de convergéncia. Sem este algoritmo nao é possivel obter a

temperatura critica de forma precisa a partir de qualquer [3,. A necessidade de um algoritmo

de convergéncia foi discutida na secao com os zeros EPD e estendido posteriormente

para os zeros da MGF. Desta forma, o mesmo algoritmo de convergéncia utilizado pelos

zeros da MGF se faz necessario ao usarmos o método dos cumulantes.
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7 Meétodos numéricos

Neste capitulo, descrevemos os principais métodos computacionais utilizados para
fazer as simulagoes dos modelos de Ising e de Potts. Além disso, apresentamos técnicas de
repesagem de histograma, que sao extremamente tteis ao utilizarmos os novos métodos

apresentados nos capitulos anteriores.

7.1 Simulacao de Monte Carlo

No ensemble canonico, o sistema a ser estudado estd em equilibrio com um banho
térmico a uma temperatura fixa 7', sendo permitido a troca de energia entre o sistema de
interesse e o banho térmico. Dado um tempo suficiente grande, o sistema passa por todas
as configuragoes possiveis {o} com energia E,. Sendo assim, as médias de uma grandeza

termodindmica qualquer (O) sdo dadas pela equagao,

<O> = Z O, Py, (7.1)
{o}

onde {0} é o conjunto de todos os estados acessiveis ao sistema, O, é o valor da grandeza
termodinamica no estado o e P, é a probabilidade do estado ¢ ocorrer. Sendo que P, é

dada pela distribuicao de Boltzmann,

P, = , (7.2)

onde E, é a energia do estado o, § = 1/kgT é o inverso da temperatura, kg é a constante
de Boltzmann e Z = ", e BFs é a funcao de particdo, definida como a normalizacio da

distribuicao de probabilidade.

A ideia da simulagdo de Monte Carlo é amostrar estatisticamente a distribuicao de
Boltzmann, i.e., gerar estados de forma estocastica que sigam a distribuicao P,. Desta

forma, qualquer média termodindmica (O) serd dada por uma média simples,

)~ 30, (7.3)

onde N é o numero de estados gerados e O; é o valor da grandeza O no i-ésimo estado.

Para N — oo a média de O se torna o valor exato.

Existem diversos algoritmos capazes de gerar uma sequéncia de estados que sigam a
distribuicao de Boltzmann. Esses algoritmos usam o que chamamos de processo de Markov
para gerar novos estados a partir de um estado inicial qualquer, sendo que uma cadeia de

estados geradas por esses algoritmos sao chamadas de cadeia de Markov. Para que a cadeia
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de Markov siga a distribuicao de probabilidade de Boltzmann, devemos garantir que a

probabilidade de transicao de um estado p para um estado v, siga as seguintes regas:

1) A taxa de transicdo P(u — v) nao deve variar com o tempo.
2) O estado gerado v s6 depende do estado anterior u.

3) Deve seguir a equacao Y., P(u — v) = 1.
Além disso, temos que garantir que os estados gerados tenham as seguintes propriedades:

4) FErgodicidade: Todos os estados do sistema podem ser acessados desde que tenha

tempo suficiente para isso.

5) Balango detalhado: O fluxo de probabilidade indo do estado y — v é 0 mesmo que
o do estado v — p, ou seja, em média o sistema deve ir do estado ¢ — v com a

mesma frequéncia com que vai do estado v — pu.

Seguindo essas regras, geramos uma cadeia de estados que, independentemente da con-
figuragao inicial, seguem a distribuicao de Boltzmann apds um certo transiente. Esse
transiente ¢ chamado de termalizagao, sendo composto por estados gerados que nao se-
guem a distribuicdo de Boltzmann e nao devem ser considerados para o calculo das médias

termodinamicas.

A forma como geramos a cadeia de Markov influencia na eficiéncia do algoritmo. Para
os sistemas magnéticos abordados nesta tese, iremos utilizar o algoritmo de Metropolis [21]
e o algoritmo de Wolff [48]. Sendo assim, considere o algoritmo de Metropolis [21] descrito

abaixo:

1) Selecione um spin aleatério na rede.

2) Inverta a diregao deste spin na rede.

3) Calcule a diferenga de energia antes e depois da inversao (AE = Ef — E;).
4) Gere um nimero aleatério r no intervalo de [0, 1).

a) Ser < e PAF aceite a nova configuracao de spin.

b) Se r > e #AF rejeite a nova configuracdo de spin e conte a atual novamente.

5) Escolha um novo sitio e volte para 2).

Para cada L¢ vezes que esse algoritmo é executado, dizemos que um passo de Monte
Carlo foi dado, onde L é o tamanho do sistema e d é a sua dimensao. A cada passo de

Monte Carlo dizemos que um tnico estado da cadeia de Markov foi gerado. Desta forma,
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apos a termalizacdo, conseguimos obter uma cadeia de Markov que segue a distribuicao de

Boltzmann.

O algoritmo de Metropolis, apesar de muito utilizado em sistemas como o modelo de
Ising, sofre com o que chamamos de critical slowing down [21]. Este efeito é caracteristico de
pontos onde o sistema é altamente correlacionado, fazendo com que o tempo de correlacao
T entre os estados gerados seja grande [49], i.e., grande parte dos estados gerados na cadeia
vao estar correlacionados e a condi¢ao 2) descrita anteriormente é quebrada. Como foi
visto anteriormente, isso é uma caracteristica comum em pontos de transi¢oes de fase
continuas. Desta forma, se faz necessario o uso de outro tipo de algoritmo capaz de reduzir

o tempo de correlacao entre os estados gerados.

O algoritmo de Wolff [48] explora a alta correla¢do do sistema para amostrar de
forma eficiente os estados do sistema e reduzir o tempo de correlacao. Para isso, o algoritmo
considera um bloco inteiro de spins (cluster), diferente do algoritmo de Metropolis que
considera um unico spin. Desta forma, o algoritmo de Wolff sofre menos com o problema de
critical slowing down. Existem outros algoritmos capazes de realizar o mesmo processo [21],
mas escolhemos o algoritmo de Wolff pela simplicidade e eficiéncia. Sendo assim, considere

o algoritmo Wolff descrito abaixo:

1) Escolha um spin aleatério na rede.

2) Olhe os seus vizinhos, se algum deles estiver apontando na mesma diregao, adicione

ele ao cluster com probabilidade P,q = 1 — e2%7.

3) Para cada spin adicionado no tltimo passo, refaga o passo 2. Esse passo é repetido

até que nao exista mais spins a serem adicionados.

4) Troque a diregao dos spins que foram adicionados ao cluster.

7.2 Repesagem de histogramas

Os algoritmos apresentados na secao anterior possuem a desvantagem de termos
que repetir a simulacao em cada temperatura. Porém, técnicas de repesagem conseguem
contornar essa limitacao, pois estendem os resultados obtidos na temperatura 7' para

temperaturas proximas.

7.3 Repesagem simples de histograma

Para entender como o método funciona, considere a distribui¢do de probabilidade
da energia para um sistema no ensemble canonico, dada por,
g(E)e PF

Ps(E) = 29

(7.4)
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onde g(F) é a densidade de estados, E é a energia, § = 1/kgT é o inverso da temperatura
T, kp é a constante de Boltzmann e Z(3) = Y5 g(E)e PF é a funcio de particdo em f.
Ao fazermos uma simulacdo de Monte Carlo, como as descritas anteriormente, criamos
uma cadeia de Markov com M estados, os quais seguem a distribuicao de probabilidade
P3(E). Sendo assim, podemos dizer que o conjunto de estados { M } é uma estimativa para

a distribuicao de probabilidade dada por,

HAE) « py(p). (7.5)

onde Hg(E) é o histograma da energia, i.e., Hg(E) é a frequéncia com que o estado com

energia E aparece no conjunto {M }.

A partir da estimativa obtida para Pgz(E), iremos construir outras estimativas para
distribuicoes de probabilidade em temperatura proximas. Sendo assim, usando as equagoes
e [7.5 obtemos uma estimativa para a densidade de estados, dada por,

g(E) ~ Hi\(fj)Z(ﬁ)eﬁE. (7.6)

Note que a densidade de estados nao depende da temperatura. Desta forma, considerando

que a distribuicao de probabilidade em uma temperatura 7, proxima de T', é dada por,

e PoE
Py (E) = Zi(i)E)eﬁoE' (7.7)

Ao substituirmos a aproximagao feita para a densidade de estados, equagdo [7.0], nesta

distribuicao de probabilidade em T, encontramos,

Hg(E)e 2PE
Py (B) = = TR
Y Hg(E)e

(7.8)

onde Af = 3, — (. Sendo assim, apesar de termos estimado Hgz(E) para a temperatura 7T,
conseguimos uséa-la para estimar a distribuicao de probabilidade em uma temperatura 7T,

préoxima a 1.

Com a distribuicao de probabilidade em 7,,, podemos estimar as médias termodina-

micas usando a equacao,

(O)p, = O(E)Ps,(E). (7.9)

Este método é chamado de histograma simples e tem a limitacdo de ser valido somente

para temperaturas muito proximas a 7.

7.4 Repesagem de histograma miltiplo

A técnica de repesagem de histograma multiplo combina varios histogramas em
temperaturas proximas para estimar a densidade de estados, aumentando o ntimero de

temperaturas acessiveis para o método e a sua precisao.
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Para entender o método, considere que foram feitas k& simulagoes de Monte Carlo
em 7T} temperaturas diferentes, onde foram dados n; passos de Monte Carlo em cada
simulacao. Sendo assim, é possivel mostrar que a melhor estimativa para a densidade de

estados [21] é dada por,

> Hi(E)
E) = , 7.10
g( ) Zk nkaf]_efﬁkE ( )
onde Z; é a funcdo de particio em [y = kgT) e o histograma H;(E) é construido

considerando todos os estados gerados em cada uma das simula¢oes. Apesar de termos
uma equacao para a densidade de estados, ela nao é muito 1til, pois nao sabemos os valores
de cada Z,.

Para estimarmos Z, utilizamos a prépria definicao da funcao de particao, dada

por,

Zj = XE:Q<E)676JE = XE‘: S, nkEZl;i(g;)_ﬂk)E’ (7.11)
onde j3; é o inverso das temperaturas T3, i.e., ele estd restrito ao conjunto de temperaturas
simuladas. Sendo assim, usamos a equagao de forma recursiva até que os valores de Z;
convirjam para um valor fixo. Obtemos com isso os valores de Z em cada temperatura

simulada.

Em posse dos valores de 7, ao substituirmos a nossa estimativa para densidade
de estados, equagdo [7.10] na distribuigdo de probabilidade a uma temperatura arbitraria
T,, equagao [7.4] encontramos,

> Hi(E)

P’BO(E) - Yok nkzlzle(ﬁo—ﬂk)E' (712)

Desta forma, conseguimos obter as médias termodinamicas utilizando a equacao,
(O)s, =Y O(E)F3,(E). (7.13)
E

Este método é muito mais geral que o histograma simples e consegue estimar uma
quantidade muito maior de temperaturas. Porém, nao é facilmente implementado, pois
possui diversos problemas numéricos que devem ser levados em consideracdo. Para uma

discussdo mais abrangente sobre a implementacao do algoritmo recomendo a referéncia [21].
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8 Modelos

Neste capitulo, descrevemos brevemente os modelos nos quais aplicaremos os novos

métodos dos zeros da fungdo de partigao.

8.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising é constituido de momentos magnéticos localizados e igualmente
espacados. Este modelo foi originalmente proposto por Lenz a Ising como um modelo
simplificado de um material ferromagnético. Estes momentos apontam ao longo de um
Unico eixo e podem assumir valores de 1. Em uma e duas dimensoes o sistema tem
solucao exata conhecida. A solugdo em 1D foi apresentada por Ernest Ising em sua tese e
nao apresenta transicao de fase. Em 2D a solugdo exata foi encontrada por Onsager [50]
e constitui um dos mais celebrados resultados da Mecanica Estatistica por ser um dos
problemas com solugao exata que apresentam transicao de fase. Apesar de termos a solucgao
para 1D e 2D, o modelo de Ising 3D nao tem solucao exata conhecida, apesar de existem

diversos estudos analiticos e numéricos sobre o sistema.

O modelo de Ising tem sua Hamiltoniana dada pela equacao,

H(JH)=—-J> o0, —H> oy (8.1)
(4.5) i
onde (i, j) significa soma entre os primeiros vizinhos, J é uma constante de interacao,
0; = £1 é o i-ésimo spin da rede, H = ph, p é o momento magnético, h ¢ um campo
magnético externo aplicado ao sistema e M = 3", 0; é a magnetizacao total do estado. Em
2 e 3 dimensoes, o sistema passa por transi¢oes de fase continuas nas redes quadradas e
cubicas. Mais especificamente, para uma rede quadrada em 2D com J > 0 (ferromagnético)
e a campo nulo (H = 0), o sistema é ferromagnético no estado fundamental apresentando
uma transicao de fase de ordem e desordem. Em altas temperaturas a agitacao térmica do
sistema previne qualquer ordem e a magnetizacao total do sistema é zero. Em temperaturas
baixas, o sistema se alinha (quebra esponténea de simetria) passando para a fase ordenada
e a magnetizagdo assume um valor diferente de zero. Neste sistema transi¢oes de fase sao
comumente observadas por divergéncias no calor especifico e na susceptibilidade, ou pelo
parametro de ordem, a magnetizacao. De acordo com a solucao exata encontrada por
Onsager [50], a transicao de fase ocorre na temperatura 7, = 2/In (1 + v/2).J/kp, onde
kg é a constante de Boltzmann. Além disso, para J > 0 e T' < T, este modelo também
passa por uma transicao de fase descontinua em H = 0. Esta transicao de fase é gerada
pela inversao do campo magnético ao atravessarmos a linha H = 0 para T' < T,, pois

ao trocarmos a direcao do campo invertemos a dire¢ao na qual os momentos magnéticos



Capitulo 8. Modelos 63

tendem a se alinhar, dando origem assim a transicdo de fase. Apesar de simples, o modelo

I[sing é muito rico para o estudo de transi¢oes de fase.

8.2 Modelo de Potts

O modelo de Potts é uma generalizagdo do modelo de Ising, onde os momentos
magnéticos podem assumir valores discretos entre [1,.. ., q]. Este modelo apresenta transi-
¢oes de fase continuas e descontinuas, sendo um modelo simples e muito rico para o estudo

de transicoes de fase [51].

A Hamiltoniana do modelo é dada por,

H(JT)= =T b(0i,0;), (8.2)
(i.3)

onde o; é o momento magnético do i-ésimo sitio que possui valores discretos entre [1, ..., q],
J é uma constante de interagao, d é a delta de Kronecker, e (i, j) significa que a soma é
feita entre os primeiros vizinhos. Em 2D, para uma rede quadrada com J > 0, esse modelo
apresenta, respectivamente, transicoes de fase continuas e descontinuas para ¢ < 4 e ¢ > 4.
Em Especial, para ¢ = 2 esse modelo pode ser mapeado no modelo de Ising. Além disso,
sua temperatura critica exata ¢ conhecida e dada por T, = 1/In (14 /q).J/kp [51], onde

kp é a constante de Boltzmann.
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O Resultados

Neste capitulo, iremos comparar os novos métodos apresentados com o método dos
zeros da MGF, mostrando que este ultimo consegue reproduzir resultados estatisticamente
equivalentes aos zeros EPD e ao método dos cumulantes. Além disso, ao longo do capitulo
mostraremos as vantagens dos zeros da MGF sobre os outros métodos. Sera mostrado que,
se comparado com os zeros EPD, o método dos zeros da MGF possui grande vantagem para
o estudo de sistemas em redes grandes ou que passem por transicoes de fase descontinuas.
Além disso, ao compararmos os zeros da MGF com o método dos cumulantes, mostraremos
que os zeros da MGF obtém mais de uma estimativa para os expoentes criticos. Todos
os resultados que serao apresentados para os zeros da MGF foram obtidos utilizando a
equacdo [5.22] onde utilizamos os momentos centrais como coeficientes do polindémio. Além
disso, a nao ser que seja dito o contrario, nao consideramos nenhum descarte de estados

no calculo dos momentos.

9.1 Comparativo entre os zeros da MGF e os zeros EPD

Nesta secao vamos comparar em mais detalhes os métodos dos zeros da MGF e
o método dos zeros EPD. Mostraremos que os zeros da MGF conseguem reproduzir os
mesmos resultados dos zeros EPD, porém, consumindo menos recursos computacionais.
Além disso, iremos mostrar que os zeros da MGF possuem uma vantagem muito significativa
ao tratar modelos com transicoes descontinuas, como os apresentados pelo modelo de

Potts de seis estados.

Para fazer estas comparacoes utilizamos o modelo de Ising e o modelo de Potts
com seis estados. Com estes modelos podemos estudar os zeros da MGF em transicoes de
fase continuas e descontinuas, além de compararmos os resultados obtidos com os valores
exatos. Nas proximas se¢oes abordamos em mais detalhes a forma como as simulagoes

foram feitas e apresentamos os resultados para cada modelo.

9.2 Simulacdoes computacionais

As simulagdes foram feitas utilizando os algoritmos descritos na sec¢ao De forma
mais especifica, para o modelo de Ising foi utilizado o algoritmo de Metropolis, para o qual
fizemos 3 simulagoes em temperaturas proximas a temperatura critica dentro do intervalo
de [2.2570,2.2830]. Para o modelo de Potts com ¢ = 6 estados, utilizamos o algoritmo
de Metropolis em conjunto com o algoritmo de Wolff, onde foram feitas 15 simulagoes

comegando pela temperatura 7; = 0.8006 até Ty = 0.8146 com um intervalo de d¢t = 0.001
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entre cada temperatura. Em ambos os modelos, consideramos redes de tamanho entre
L =90 e L =180. Além disso, para aplicar o método dos zeros EPD e dos zeros da MGF,
utilizamos a técnica de repesagem de histogramas multiplos [52], se¢ao , em conjunto

com o algoritmo de convergéncia.

Para estimar T, e v, foram feitas 5 simulac¢oes diferentes em cada temperatura para
cada tamanho de rede. Desta forma, obtemos os valores médios de T,(L) e Sm{xz.(L)} e,
utilizando as equagoes de escala de tamanho finito, obtemos os valores esperados de T,
e v. As estimativas foram obtidas, para ambos os modelos, usando 10% passos de Monte

Carlo e com os valores de descartes de estados entre h; = 1071 e h, = 107%.

9.2.1 Modelo de Ising

Como primeira comparacao, temos o processo de convergéncia dos dois métodos
na figura [12] onde vemos que ambos convergem para a mesma temperatura pseudo
critica. A unica diferenca entre os métodos estd no nimero de iteragoes necessarias para a

convergéncia, como veremos mais adiante isso vai impactar no tempo computacional do

algoritmo.
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Figura 12 — Convergéncia dos zeros da MGF com k.. = 60, e dos zeros EPD com os
cortes de hy = 107%,1071% para uma rede de tamanho L = 180. Ambos os
métodos convergem para a mesma temperatura pseudo critica.

Usando as equagoes de escala de tamanho finito, descritas nas secoes e
5.5 obtemos para os zeros EPD com cortes de h; = 1071, 1071 os valores de T, =
2.2692(9),2.2692(5) e v = 1.02(2),1.07(1), respectivamente. Para os zeros da MGF,
encontramos T, = 2.2687(8) e v = 1.02(2), onde usamos kmyax = 60 em todos os tamanhos
de rede. Ambos os métodos apresentam resultados proximos ao esperado de v = 1 e
T. = 2.2691, as figuras [13] e [14] mostram a regressao linear de ambos os métodos.
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Figura 13 — Regressao linear para estimar o valor de T, para os zeros da MGF com
kmax = 60 e para os zeros EPD com h; = 10~!,1071%. Para os zeros da MGF
a estimativa da temperatura critica é de T, = 2.2687(8) enquanto para os
zeros EPD ¢é encontrado T, = 2.2692(9),2.2692(5) com h; = 1071107100
respectivamente. Ambos os resultados estdo condizentes com o valor esperado

de T, = 2.2691.
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Figura 14 — Regressao linear para encontrar o expoente critico v a) para os zeros EPD
com descarte de h; = 10719 107!, onde encontramos respectivamente v =
1.02(2),1.07(1), e b) para os zeros da MGF com kpax = 60 encontramos
v = 1.02(2). Ambos os resultados estdo condizentes com o valor exato de
v=1.
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Como discutimos na secao [0.7.1, sabemos que perto da transicdo de fase o valor de
kmax necessario para estimar o zero dominante ¢ minimo, além de crescer pouco com o
tamanho da rede L, como mostra a figura Apesar de termos utilizado k., = 60 para
gerar os resultados, a figura [15| mostra que poderiamos ter escolhido valores menores para

L < 180, mas tal ajuste fino faria pouca diferenca nos resultados.

55 - -~ L=90

L=120

4 =150

50 - -8 L=180

o

&5 457
40 A
35 -

2.260 2.265 2.270 2.275 2.280
Temperatura

Figura 15 — Grau minimo necessario para encontrarmos o zero dominante em cada tempe-
ratura. Note que a medida que nos aproximamos da temperatura de transicao,
0 grau necessario para estimar o zero dominante diminui.

Observamos até agora que os dois métodos reproduzem os mesmos resultados.
Porém, existe uma diferenca enorme no grau do polinémio utilizado em cada método. Para
os zeros da MGF o grau do polinomio foi fixado em 60, enquanto para os zeros EPD o grau
cresce com o tamanho do sistema, como pode ser visto na figura [16] Essa combinagao entre
um polinémio de grau baixo, k.« = 60, com o nimero pequeno de iteracoes, vide figura
[12] faz com que o algoritmo dos zeros da MGF seja computacionalmente mais barato e
mais rapido do que o algoritmo dos zeros EPD. A figura [17] compara o tempo estimado
para a convergéncia até T.(L). Note que os zeros da MGF sao duas ordens de grandezas

mais rapidos que os zeros EPD.
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Figura 16 — Grau do polinomio utilizado em cada método em func¢ao do tamanho da rede,
onde escolhemos para os zeros EPD o descarte de h; = 107%,1071% e para
os zeros da MGF fixamos o grau do polinémio em k., = 60. Essas medidas
foram feitas em T,.(L) indicado por cada um dos algoritmos. Note que apesar
dos descartes nos zeros EPD reduzirem o grau do polinémio, eles nao previnem
que o mesmo cresca com tamanho da rede L.
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Figura 17 — Tempo computacional gasto pelo algoritmo dos a) zeros EPD e b) zeros da
MGF. Note que apesar do grau do polindbmio ser menor para o descarte
de hy = 107!, como o nimero de iteracoes sdo maiores para esse valor de
descarte, vide figura [12] o tempo computacional aumenta. Além disso, o
tempo computacional dos zeros da MGF é bem menor do que o dos zeros
EPD, independente do valor de descarte escolhido.
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0.2.2 Modelo de Potts com seis estados

O modelo de Potts de seis estados possui uma transicao de fase primeira ordem e,
diferente do modelo de Ising, se faz necessario mais cuidado ao descartar estados. Como
pode ser visto na figura [I8h, o histograma da energia possui dois grandes picos e, como foi
descrito em [6], ndo podemos descartar estados entre os picos, mesmo que eles estejam
abaixo do valor de descarte. Desta forma, os zeros EPD apresentam dificuldade em reduzir
o grau do polindmio, mesmo ao utilizarmos cortes maiores como h; = 107!, Porém, isto
nao é um problema que afeta os zeros da MGF, pois a redugao do grau do polindmio
nao depende da forma do histograma, mas sim de truncarmos uma série de poténcias.
Independente disso, os dois métodos apresentam convergéncia para mesma temperatura

pseudo critica, como pode ser visto na figura [18p.

le—4
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© 3 5
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1074 104
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09 — -@- VvGF
—13500 -—-12000 -—-10500 -—-9000 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Energia Iteracdo (max=1)

Figura 18 — a) Histograma de energia feito em 7" = 0.8002 com os pontos de descartes
demarcados. Note que até mesmo para descartes maiores como h; = 1071,
poucos estados sdo descartados. b) Processo de convergéncia para os zeros EPD
com descartes de h; = 107,107 e para os zeros da MGF com kyax = 220.
Ambas as figuras foram feitas usando o tamanho de rede L = 90.

Da mesma forma que foi feito para o modelo de Ising, escolhemos um valor fixo de
kmax = 220 durante o processo de convergéncia para todos os tamanhos de rede. Poderiamos
ter escolhido valores menores para k., em redes menores, como pode ser visto na figura
[[9%. Além disso, como discutido na se¢do [5.7.1] podemos reduzir ainda mais o valor kpax
se descartarmos estados com probabilidade baixa de serem encontrados, assim como é

feito nos zeros EPD, a figura [19b mostra o efeito do descarte nos valores de k.

Para obtermos a temperatura critica T, utilizamos as equacoes de escala de
tamanho finito discutidas nas se¢oes [£.1.1] e [5.5] Para os zeros EPD com o descarte de
estados de h; = 1071,107, obtemos T, = 0.80763(3), o mesmo resultado é obtido porque

poucos estados sao descartados. Da mesma forma, para os zeros da MGF, onde nao foram
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Figura 19 — Grau minimo necessario para encontrar o zero dominante em cada temperatura,
onde a) nao foram feitos descartes de estados e b) com o descarte de estados
de h; = 107%. Note que ambas as figuras apresentam um minimo préximo a
temperatura de pseudo transicao e que ao descartarmos estados, conseguimos
uma redugdo ainda maior no grau necessario para encontrar o zero dominante.

descartados estados, obtemos T, = 0.80763(3), usando ky., = 220. A figura , mostra
a regressao linear feita para encontrar 7, para ambos os métodos e a figura 21 mostra
a parte imaginaria dos zeros dominantes indo para zero a medida que aumentamos o
tamanho do sistema. Para transi¢oes de fase descontinuas as fungoes de escala tem que ser
consideradas com mais cuidado , principalmente para o modelo de Potts com ¢ = 6
que possui uma transicao de fase descontinua fraca, onde pode ser necessario considerar
correcoes de escala para obter melhores resultados ﬂ§|,. Apesar disso, as estimativas

obtidas pelos dois métodos sem considerarmos corregoes estao condizentes com a esperada
de T, = 0.80760.

Como os zeros EPD apresentam problemas no descarte de estados, a diferencga
no grau do polinémio utilizado pelos métodos é enorme, como pode ser visto na figura
. Enquanto os zeros EPD precisam resolver um polindémio de grau da ordem de 10° a
1.4x10%, os zeros da MGF precisam resolver um polindmio de grau 220. Essa discrepancia
afeta diretamente o tempo e os recursos computacionais necessarios para utilizar os dois
métodos. Como pode ser visto na figura o tempo computacional dos zeros da MGF é

infimo perto dos zeros EPD.
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Figura 20 — Regressao linear para estimar 7, usando o método dos zeros da MGF com

kmax = 220 e os zeros EPD com o h;

107%,107%, ambos os métodos

encontram a mesma temperatura critica de T, = 0.80763(3), valores proximos
do esperado de T, = 0.80760.
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Figura 21 — Parte imaginaria do zero dominante dos a) zeros EPD e dos b) zeros da MGF

indo para zero a medida que o tamanho do sistema aumenta.
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Figura 22 — a) Grau do polindémio na temperatura critica indicada por cada método, onde
usamos kpyax = 220 para os zeros da MGF e h; = [107!,107%] para os zeros

EPD.
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Figura 23 — Tempo computacional gasto para que o algoritmo convirja para a temperatura
pseudo critica, onde consideramos a) o método dos zeros EPD com descartes
de hy = 1071,107* e b) os zeros da MGF com k., = 220. A diferenca entre
os métodos ¢ clara, os zeros da MGF sao pelo 100 vezes mais rapidos que os

zeros EPD.
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9.3 Ising 3D

O modelo de Ising 3D nao possui solugao exata conhecida, sendo necessario o uso
de simulagoes computacionais ou métodos analiticos aproximados para obter estimativas
para a temperatura critica e expoentes criticos. Recentemente, estimativas mais precisas
foram obtidas utilizando simulag¢oes de Monte Carlo [12] na qual foram consideras redes
de tamanho entre L = 16 e L = 1024, 5x10° passos de Monte Carlo foram usados em cada
tamanho de rede e para estimar as médias termodinamicas de 6.000 a 12.000 simulagoes
foram feitas em 3 = 0.221654. No total, foram gastas 2x107 horas por CPU core, gerando
5TB de dados para serem analisados. De fato, é esperado que em simulagoes desse nivel os
resultados tenham uma precisao excelente. Nesta secao, iremos reproduzir em uma escala
muito menor os resultados obtidos para o Ising 3D, onde também iremos incorporar e
comparar os resultados obtidos pelos zeros da MGF. Também iremos discutir os motivos

de nao termos utilizado os zeros EPD para fazer as andlises das simulacoes.

9.3.1 Simulacdes computacionais

Os dados gerados para analise foram feitos da mesma forma que no artigo [12],
porém em uma escala menor. Para cada tamanho de rede L = [24, 32, 48, 64, 80, 96, 112,
128, 144, 160, 192, 256] foram feitas 500 simulagoes em 5 = 0.221654, onde guardamos
a energia e magnetizacido em cada um dos 5x10°% passos de Monte Carlo dados, apds
1.5x10° passos de termalizacdo. Para guardar os valores de energia e magnetizacao, foram
necessarios 520GB ao salvarmos os arquivos sem formatagao usando o GNU Fortran. Os
arquivos podem ser comprimirmos para 137GB usando os programas de compressao padrao
presentes nas distribui¢oes de Linux mais utilizadas E] Apesar do volume e do tempo que

foi gasto para gerar e analisar os dados, os algoritmos utilizados para isso sdo bem simples.

Utilizamos para as simula¢oes de Monte Carlo o algoritmo de Wolff, discutido na
secao Porém, para que este seja mais eficiente ao calcular a magnetizacao e a energia
em cada passo de Monte Carlo, s6 consideramos as diferencas de energia e magnetizacao
gerados pela troca dos spins dentro do cluster. Desta forma, nao precisamos recalcular a
energia e magnetizagao de toda a rede em cada passo de Monte Carlo. Como foi descrito
em [12], a diferenga na energia gerada pela troca dos spins no cluster é dado somente pelos
spins da borda do mesmo, enquanto a diferenca na magnetizagao esta relacionada com o
numero de spins dentro do cluster. Sendo assim, é mais eficiente calcular a diferenca de
energia considerando somente os spins da borda e a diferenga na magnetizacao considerando

a soma do ntmero de spins dentro do cluster.

L Se for necessério, existe um algoritmo de compressdo melhor chamado Zstandard.
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9.3.2 Analise de dados das grandezas termodinamicas

Para estimarmos T, e v é necessario calcularmos diversas médias termodinamicas
que podem depender da energia, F, e da magnetizacao, M. Entao, iremos descrever como
as andlises foram feitas e quais algoritmos foram utilizados, para depois falar explicitamente

das grandezas que foram consideradas para estimar T, e v.

Todas as analises descritas a partir daqui foram feitas utilizando GCC Quad-
Precision Math Library, isso evita erros de arredondamento gerados pela dupla precisao.
Destacamos também que até mesmo a andlise dos dados pode demorar horas, ja que

estamos lidando com um volume 520GB.
A partir dos dados armazenados a cada passo de Monte Carlo, podemos obter
quaisquer médias termodinamicas que dependam de F e M usando a seguinte equacao,

<f(E,M)>5:Zf(E,M)Pg(E,M), (91>

EM

onde 8 = 1/k,T ¢é o inverso da temperatura 7', kg é a constante de Boltzamann, (f(E, M))s
¢ uma média termodinamica qualquer em /5 e P3(E, M) é a distribui¢do de probabilidade
em (. Note que P3(E, M) é uma distribuicao bidimensional, podendo consumir uma
quantidade grande de memoria RAM para ser construida, principalmente em redes grandes.

Uma forma mais simples para o célculo das médias termodinamicas é dada pela equagao [54,

(G(E)F(M))s = G(E)F)pPs(E), (9.2)

onde G(F) é uma fungao qualquer de F, F'(M) é uma fungao qualquer de M, (F') g é a média
de F(M) feita com E constante e Pg(E) ¢ a distribui¢ao de probabilidade unidimensional
de E. Desta forma, conseguimos calcular de forma mais simples as médias termodinamicas,
sem a necessidade de construirmos a distribuicao Psz(E, M). Note também que Ps(E)
pode ser obtida facilmente para outros valores de [ usando as técnicas de repesagem de
histograma descritas na segao [7.3] Desta forma, para obter as médias termodinamicas que
serdao utilizadas mais a frente, s6 serd necessario construir a distribuicao de probabilidade
P3(E) e calcular os valores (M) g, (M?)g, (M3®)g, (M*)g e (M%)g.

Para estimarmos os valores de T, e v, temos que encontrar os pontos onde as
grandezas termodindmicas sao maximos, i.e., encontramos o ponto (Omax(L), T.(L)) para
cada grandeza termodindmica O(L) considerada. A busca pelo extremo da fungdo O(L)
pode ser automatizado utilizamos o algoritmo de busca de extremos de func¢oes Golden-
section Search (GSS) [55] ou qualquer outro algoritmo deste tipo. Sendo que os valores de
O(L) em temperaturas proximas as simuladas sdo facilmente obtidos ao combinarmos a

equagao [0.2] e as técnicas de repesagem de histograma simples da segdo [7.3

Sabendo calcular as médias e os pontos de maximos de grandezas termodinamicas,

vamos falar sobre quais grandezas iremos de fato levar em consideragao para estimar os
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valores de v e T,. De acordo com [12,/56], podemos estimar v a partir de grandezas que

seguem a equacao de escala de tamanho finito dada por,

0034
= =L, 9.3
S = 93)
Desta forma, iremos considerar os cumulantes da magnetizacao de i-ésima ordem dados
por, ,
(M)
Uy =1—>—" (9.4)
3(| M)

cujas derivadas podem ser utilizadas para estimar v. Também iremos considerar as derivadas
dos logaritmos da magnetizagao elevada a i-ésima poténcia, dado por,
oln (| M[") 1Lo(M]") _ (IM]'E)

98 (MP a5 () ©-5)

Note que (|M|'E) pode ser obtido usando a equagio [9.2] Desta forma, ao encontramos
os maximos das derivadas do cumulante e do logaritmo da magnetizacao, conseguimos
obter estimativas para v usando a equagao [9.3] Nas analises que serdo feitas, levamos em

consideracao somente as derivadas dos cumulantes Us, Uy e Ug e as derivadas do logaritmo
de (|ml), (|m[*), (Im[*) e (|m|*).

Apés estimarmos v, utilizamos os valores de T.(L) obtidos dos pontos onde O é
maximo, para estimar a temperatura critica 7,.. Além de considerarmos os maximos das
derivadas das grandezas discutidas anteriormente, equagoes [9.4] e [9.5] também iremos usar

os valores de T.(L) indicados pelos maximos da derivada de |m|,

T — () — (), (9.6)
da susceptibilidade de rede finita,

X' = BLA({Imf2) — (jm]?), 9.7)
e o do calor especifico,

Cy = PL(E) - (BY?). 93)

Com isso obtemos diversas estimativas para T, usando o valor de v encontrado anterior-

mente.

Com a quantidade de simulacoes que estamos fazendo, o tamanho das redes
consideradas e o nimero de grandezas utilizadas, é esperado gerar estimativas bem precisas
para T, e v. Contudo, iremos ainda adicionar as estimativas obtidas a partir dos zeros da

MGPF, esperamos assim aprimorar ainda mais os resultados gerados.



Capitulo 9. Resultados 76

1000‘a) § ho=10"1 0.12 _b) i
hy=10"1
800 - 0.10-
" 0.08 -
g 6001 3 o
E 2 0.06 -
S 400 ¢ = n
0.04 - i
200 - ° o
1 - 0.02 A i O
0 - pEe® o
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
L L

Figura 24 — Tempo computacional gasto para o algoritmo dos zeros a) EPD e b) MGF
convergirem para a temperatura pseudo critica em cada tamanho de rede
L. Descartamos estados com valores menores que h; = 1071, 1071% para os
zeros EPD e utilizamos o valor de k., = 100 para os zeros da MGF. As
médias foram feitas considerando 5 simulagoes diferentes em cada L. Para
estimar o tempo usamos um computador com processador Intel® Core™ i7
CPU 2.80GHz, 16GB de RAM e o algoritmo de encontrar raizes do pacote
MPSolve [57.58], o qual foi configurado para utilizar os 8 cores em paralelo.

9.3.3 A eficiéncia dos zeros da MGF

Antes de apresentarmos os resultados, iremos justificar rapidamente o uso dos zeros
da MGF em vez dos zeros EPD neste modelo.

Como estamos utilizando redes grandes, nas quais o nimero de spins é muito alto,
o sistema pode acessar diversos estados, principalmente para a maior rede com L = 256.
Isso ocorre mesmo utilizando o método de Monte Carlo, que amostra somente o subespaco
de configuracoes relevantes para o sistema em (. De fato, em redes de tamanho L = 256,
os zeros EPD precisam resolver um polinémio de grau ~ 72.000. Nesta situacao, mesmo o
tempo de convergéncia de uma tnica rede ¢ longo. Essa situagao se agrava ao considerarmos

as 500 simulacoes feitas em cada um dos 12 tamanhos de rede.

Considerando somente 5 simulagoes em cada tamanho de rede, medimos o tempo
necessario para a convergéncia dos zeros EPD e dos zeros da MGF em cada tamanho
de rede. Estimamos que o algoritmo dos zeros EPD com o descarte de hy = 1071, 10719
levaria, respectivamente, 591 dias e 326 dias para obter todos resultados, enquanto os zeros
da MGF levam somente 4h, a figura [24] mostra o tempo gasto para atingir a convergéncia
em cada um dos tamanhos de rede. Sendo assim, considerando o tempo que levariamos
para obter os resultados usando cada um dos métodos, escolhemos nao adotar o método

dos zeros EPD nestas anélises.
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0.3.4 Resultados

Assim como feito em [12], iremos levar em conta termos de corregbes para as
equagoes de escala de tamanho finito, isso deve melhorar os resultados ao incluirmos redes
pequenas. Para obter as estimativas de v, utilizamos as equagoes de escala de tamanho

finito para os zeros da MGF,
Sm{z.(L)} = ByL ™Y (1 + BoL™®" + BsL™*? 4 B,L™*"), (9.9)
e as derivadas das grandezas termodinamicas U; e In (Jm|*),
Omax(L) = A LYY (1 + Ay L™ + As L™ + A L™7), (9.10)

onde wy = 0.83, wy =4 e w, = 1.6 |12] sdo os expoentes dos termos de corregoes. Note que

os zeros da MGF escalam com L~'/" e as grandezas termodinamicas escalam L'/".

As regressoes das grandezas sao feitas usando o seguinte procedimento: fixe um
valor de v, faga a regressio usando o método dos minimos quadrados e calcule x? [55].
Refaca esse procedimento até encontrar o valor de v para o qual x? é minimo. Apesar
de parecer pouco convencional, com essa abordagem obtemos um valor de v que de
fato lineariza a regressao, mas com esse método nao obtemos o erro para o valor de v.
Para corrigir isso e obtermos o valor de v £ Av, consideramos para cada grandeza 5
regressoes feitas utilizando diferentes tamanhos de rede. Mais especificamente, fizemos 5
regressoes utilizando os intervalos L; = 24,...,256, Ly = 32,...,256, L3 = 48,...,256,
L, =064,...,256 e L; = 80,...,256.

Com as diversas estimativas de v, utilizamos o método de jackknife [21] para obter
o valor de v = 0.628(4), o qual é condizente com o valor esperado de v = 0.629912(86) [12].

Um gréafico tipico das regressdes pode ser visto nas figuras [25 e [26]

Com a estimativa do valor de v, usamos a seguinte relacao de escala de tamanho

finito para obtermos T,
T.(L) =T, + CoL™Y"(1 4+ CLL™ + CyL™%2 + C5 L"), (9.11)

onde w; = 0.83, wy =4 e w, = 1.6 [12]. Da mesma forma que foi feito para o v, utilizamos
intervalos de L diferentes para obter diversas estimativas de T, e utilizamos o método de
jackknife para obter o seu valor médio. Com isso, encontramos o valor de T, = 4.511535(7),
resultado condizente com o valor esperado de T, = 4.511524 [12]. A figura 27, mostra
uma regressao tipica de cada grandeza considerada. Note que o calor especifico nao foi

considerado.
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Figura 25 — Regressao das grandezas termodindmicas para obter o valor de v, onde utili-
zamos todos os tamanhos de rede L.
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Figura 26 — Regressao para obter v utilizando os zeros da MGF, onde consideramos todos
os tamanhos de rede L.
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Figura 27 — Regressao linear para obter 7, para o modelo de Ising 3D, onde consideramos
termos de correcio dados pelas equagoes 0.9 e [9.11} O valor encontrado foi de
T. = 4.511497(2), condizente com o esperado de T, = 4.511524 [12].
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Um ponto importante para obter os valores de T, foi desconsiderar os valores
obtidos para ). Isso foi necessario por causa da limitacao da técnica de repesagem do
histograma simples. Como os valores de T.(L) nos quais o maximo de C, ocorre estao
fora do limite de validade do método de repesagem, eles nao devem ser considerados para
andalise. A figura 28 mostra o valor médio de T.(L) para cada grandeza. Observe que o
calor especifico e outras grandezas perto dele, como os zeros da MGF, tem barras de
erros grandes. Desta forma, optamos por desconsiderar os valores de C, na andlise, mas

utilizamos um truque para ainda obter estimativas para os zeros da MGF.

Considerando a técnica de repesagem de histograma simples, a distancia que

podemos nos afastar da temperatura simulada ¢ de £AT = CUT((?TO) [21] . Segundo [21],
em alguns casos é possivel estender os resultados até +2AT. Desta forma, ao analisarmos
os zeros da MGF, consideramos somente os valores que nao tenham ultrapassado o limite
T.+ AT. Isso leva a descartar muitas medidas, principalmente em redes maiores. Essas

consideracoes foram feitas nas regressoes apresentadas anteriormente para obter v e T..
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Figura 28 — Valor médio de T,(L) indicado pelos pontos de maximo das grandezas ter-
modinamicas, onde vemos que o calor especifico e os zeros da MGF possuem
barras de erro muito maiores que as outras grandezas. Isto acontece devido a
limitacao da técnica de repesagem do histograma simples.
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9.4 Comparativo entre os zeros da MGF e o método dos cumulan-

tes

No capitulo [6], mostramos a relagdo entre os zeros da MGF e as ndo analiticidades
da CGF. Mais especificamente, vimos que o método dos cumulantes estima a posicao do
zero dominante dos zeros da MGF sem a necessidade de resolver nenhum polinémio. Porém,
apresentamos dois problemas com o método dos cumulantes, um problema de precisao
numérica em temperaturas distantes de T, e a auséncia do algoritmo de convergéncia. Nas
proximas segoes, iremos corrigir esses problemas e mostrar que o método dos cumulantes e
os zeros da MGF conseguem obter as mesmas estimativas para a temperatura critica e para
os expoentes criticos. Além disso, mostraremos que, ao usarmos os zeros da MGF, é possivel
usar outros zeros além do zero dominante para estimarmos os expoentes criticos. Desta
forma, os zeros da MGF ainda possuem certa vantagem sobre o método dos cumulantes, ja
que o método dos cumulantes se limita a encontrar o zero dominante e o expoente critico

relacionado a ele.

9.4.1 Simulacdes computacionais e o calculo dos cumulantes

Os resultados que serao apresentados na proxima secao foram feitos usando o
modelo de Ising em uma rede quadrada com J > 0, onde foram feitas 10 simulagoes com
T =2.2755 e H = 0 para cada tamanho de rede L = 60, 80, 100, 120, 140. Desta forma, ao
usarmos o método de repesagem de histograma simples, como na se¢ao [9.3.2 conseguimos
usar os momentos e os cumulantes da energia e da magnetizacdo para estudar a transicao
de fase descontinua (7' < T, H = 0) e continua (T = Tv).

Como foi discutido anteriormente no capitulo [6] obtemos os cumulantes através da

sua relagao com os momentos dada por,

nlfin—1
]{Zn = my — Z . /{:jmn_j, (912)
= \J—1

onde m,, e k, sdo respectivamente o n-ésimo momento e o n-ésimo cumulante. Desta forma,
escolhemos o programa Mathematica ® [37] para fazer os cdlculos dos cumulantes, ja que
conseguimos controlar a precisao numérica mais facilmente e a relagdo entre os momentos

e cumulantes ja estda implementada.

Como os cumulantes apresentaram problemas de precisao numéricas para tempera-
turas distantes de T, e para valores de n altos, escolhemos utilizar 212 digitos de precisao
em todas os cdlculos feitos no Mathematica® [37]. Além disso, s6 consideramos cumulantes
até a ordem n = 13, para valores maiores o programa apresentou certas instabilidades

para encontrar o zero dominante.
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Figura 29 — Processo de convergéncia para os zeros da MGF e o método dos cumulantes,
onde consideramos uma rede de tamanho L = 24 e iniciamos o algoritmo
em 7T, = 2.27. Note que ambos os métodos convergem para temperaturas
proximas a temperatura critica indicada pelos zeros de Fisher de T, = 2.3016.
Para obter os zeros de Fisher, utilizamos a densidade de estados exata [25].

9.4.2 O algoritmo de convergéncia e o método dos cumulantes

Apoés resolver o problema de precisao numérica do método dos cumulantes usando
o Mathematica® [37], vamos mostrar a importancia de utilizar o algoritmo de convergéncia
em simulagoes computacionais. Como exemplo de uso do algoritmo de convergéncia,
mostramos na figura [29] o processo de convergéncia para ambos os métodos partindo da
temperatura inicial T,, = 2.27. Como pode ser visto, ao utilizarmos somente um tinico passo
do algoritmo, como ¢ feito pelos autores do método dos cumulantes [47], obtemos uma
estimativa errada para T.(L) ~ 2.38. A estimativa correta s6 é obtida ao continuarmos
fazendo a iteragao por pelo menos mais 2 passos. Desta forma, vemos que ao estimarmos os
momentos e cumulantes usando simula¢ées computacionais como as de Monte Carlo, temos
que utilizar o algoritmo de convergéncia em ambos os métodos para obtermos estimativas

corretas.

9.4.3 Estimando a temperatura critica e os expoentes criticos

Ao aplicarmos de forma apropriada o método dos cumultantes, usando uma precisao
maior para os calculos e também o algoritmo de convergéncia, conseguimos comparar seus
resultados com os dos zeros da MGF. Desta forma, obtemos T.(L) e os zeros dominantes
da MGF da magnetizacao w.(L) e da MGF da energia y.(L) para cada um dos métodos
fazendo o seguinte procedimento: calcule os momentos e cumulantes da energia em uma
temperatura inicial qualquer e utilize o algoritmo de convergéncia para estimar T.(L) e

y.(L). Em seguida, para obter w.(L), calcule os momentos e cumulantes da magnetizagao
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Figura 30 — Regressdo para estimar o expoente B /v, onde consideramos o zero dominante
w.(L) estimados pelo método dos zeros da MGF e pelo método dos cumulantes.
Note que ambos estimam os mesmos valores de w.(L). Além disso, também
consideramos a escala de mais 4 zeros além do zero dominante, vide discussao
na se¢ao . As estimativas obtidas para B/v de todos os zeros considerados
estao na tabela [l

em 7' = T.(L) e H = 0. Com estes valores obtenha T, v e §/v, usando as seguintes

equacgoes de escala de tamanho finito,

In Sm{y.(L)} ~b— iln (L), (9.13)
In Sm{wy(L)} ~ ¢ + (f - d) In (L), (9.14)
T.(L) ~ T, + aL="". (9.15)

Usando o procedimento descrito, obtemos como resultados para os zeros da MGF
v = 0.989(9), T. = 2.2684(8) e B/v = 0.119(6), e para o método dos cumulantes
v =0.99(1), T. = 2.268(1) e B/v = 0.120(9). Como pode ser visto, os dois métodos obtém
resultados préximos aos exatos de v = 1, T, = 2.2691 ¢ B/v = 0.125. A figura 30 mostra

uma tipica regressao linear feita para estimar o expoente (3/v.

9.44 Além do zero dominante

Como foi visto, os dois métodos obtém resultados estatisticamente equivalentes.
Porém, o método dos cumulantes tem a aparente vantagem de obter diretamente o zero
dominante. Apesar de ser contraditério, isto nao é necessariamente uma vantagem. No

capitulo [, vimos que o polindomio da MGF e suas raizes escalam como se fossem uma
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Figura 31 — Mapa de zeros para a MGF da magnetizagao a) sem escala e b) com a escala,
onde consideramos ky.x = 50. Os momentos da magnetizacao foram obtidos
para H = 0e T = T.(L), onde T.(L) ¢ indicado pelos zeros da MGF da
energia. ¢) Mapa de zeros de Fisher convertidos para o plano dos momentos
usando a equagao y; = In z;/e + f3,, com (3, = B.(L). Para encontrar os zeros
de Fisher, usamos a densidade de estados exata . Note que a escala dos
zeros em c¢) degrada a medida que nos afastamos do ponto (0, 0).

grandeza termodinamica, i.e., proximo a transicdo de fase o polindmio e suas raizes
sdo independentes do tamanho do sistema. Apesar de termos focado na escala do zero
dominante, as contas indicam que a escala é valida para todas as raizes. De fato, nos
observamos que mais zeros além do zero dominante seguem uma relagao de escala, como
pode ser visto na figura [3Ip-c. Sendo assim, podemos utilizar as equagoes [9.13] e [9.14] em
outros zeros além do zero dominante e obter mais estimativas para os expoentes criticos.
Note que isso s6 é possivel ao usarmos os zeros da MGF, pois nele temos a liberdade de

estimar mais zeros além do zero dominante.

A tabela [5| mostra as estimativas obtidas para os expoentes criticos usando os 5
primeiros zeros mais préximos do ponto (0,0). Como pode ser visto, todos os zeros obtém
estimativas proximas das exatas de v = 1 e /v = 0.125. Desta forma, ao utilizarmos o
método de jackknife para combinar as diversas estimativas dos expoentes, conseguimos
obter uma estimativa melhorada de /v = 0.1215(15) e v = 0.9978(35) (g(F) exata). Uma
regressao tipica para estimar o expoente [3/v pode ser vista na figura . Por uma razao
que sera explicada a seguir, nos s6 consideramos a escala dos zeros da MGF da energia
quando utilizamos a densidade de estados exata .

Como foi visto na figura , ao convertemos os zeros de Fisher para os zeros da
MGF, vemos que pelo menos 5 zeros seguem corretamente a relagao de escala. Porém,
0 mesmo nao ocorre ao usarmos simulagoes de Monte Carlo para obter os momentos

da energia, como pode ser visto na figura [32| somente o zero dominante escala de forma
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Zeros B/v v (g(F) exata)
1° 0.119(6) 0.0943

2° 0.1204(53) 1.0008

30| 0.1221(44) 1.0

4° 0.1236(28) 1.0013

5° 0.1222(38) 0.993

Tabela 5 — Tabela com os resultados obtido para os expoentes criticos ao considerarmos
a relacdo de escala dos 5 primeiros zeros mais préximos de (0,0), onde o
primeiro zero é o zero dominante. Ao utilizarmos as 5 estimativas e o método
de jackknife encontramos /v = 0.1215(15) e v = 0.9978(35). Note que ao
combinar as estimativas, conseguimos resultados mais proximos dos exatos,
v=1e /v =0.125, do que seria obtido usando somente o zero dominante.
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Figura 32 — Mapa de zeros da MGF da energia, onde os momentos foram estimados
utilizando uma simulacao de Monte Carlo. Note que somente o zero dominante
segue corretamente a relagado de escala.

correta. Isso ocorre porque ¢ dificil para o método de Monte Carlo estimar a distribuigao

de probabilidade exata, ja que o método amostra somente os estados mais relevantes em

torno da temperatura simulada. Uma alternativa para obter resultados mais proximos do

exato seria aumentar o nimero de passos de Monte Carlo. De fato, com 10° passos de

Monte Carlo e utilizando o algoritmo de Wolff, conseguimos observar um segundo zero

escalando de forma correta em uma rede pequena de tamanho L = 24.
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10 Conclusao

No inicio da tese, desenvolvemos conceitos bésicos sobre a fisica por tras das
transicoes de fase, discutimos as primeiras ideias da hipotese de escala de Widom e
desenvolvemos os blocos de spin de Kadanoff. Mais especificamente, mostramos que a
divergéncia do comprimento de correlacao, em transi¢gdes de fase continuas, faz com que as
grandezas termodindmicas sigam leis de escala. Vimos também que este comportamento
de escala é corroborado por experimentos e sdo muito uteis em andlises de sistemas finitos.
Outra ideia crucial apresentada é a relagao entre a nao analiticidade da energia livre f
e os pontos de transi¢oes de fase. Mostramos que as divergéncias e descontinuidades de
grandezas termodinamicas, caracteristicas de pontos onde transicoes de fase ocorrem, estao

relacionadas diretamente com a nao analiticidade da energia livre.

Na sequéncia, mostramos que os zeros de Fisher capturam a informagao sobre
a nao analiticidade de f quando o zero dominante toca o eixo real positivo no limite
termodindmico, sendo possivel identificar e estudar pontos de transicoes de fase utilizando-
os. Apesar disso, vimos que o método dos zeros de Fisher ¢ dificil de ser aplicado, pois
temos que obter a densidade de estados, uma grandeza dificil de ser estimada, e resolver um
polinémio de grau elevadissimo cujo os valores dos coeficientes possuem diversas ordens de
grandezas. A necessidade de se encontrar a densidade de estados e resolver um polinémio
dificil até mesmo para algoritmos no estado da arte, reduzem muito as possiveis aplicagoes
deste método. Sendo assim, introduzimos os zeros EPD, os zeros da MGF e o método dos
cumulantes, os quais sdo mais faceis de serem aplicados e também conseguem estimar a

temperatura critica e os expoentes criticos.

No decorrer da tese, comparamos os resultados e caracteristicas de cada um dos
métodos apresentados com os zeros da MGF. Como foi mostrado nos resultados, a grande
vantagem dos zeros da MGF sobre os zeros EPD é a forma como diminuimos o grau do
polinémio. A reducao no grau do polindomio dos zeros da MGF ¢é feito ao truncarmos uma
série de poténcias e nao dependem do formato da distribuicao de probabilidade, como
acontece com os zeros EPD. Isto se mostrou uma grande vantagem para os zeros da MGF
ao analisar o modelo de Potts de 6-estados, onde os zeros EPD apresentaram uma enorme
dificuldade em reduzir o grau do polinémio. Nesta situagdo, o polinémio dos zeros EPD
possui grau na ordem de 10® a 10*, enquanto o polinémio dos zeros da MGF possui um
polinémio de grau 220, sendo que ambos os métodos obtém resultados equivalentes. Essa
reducao no grau do polindmio faz com que os zeros da MGF sejam computacionalmente
mais eficientes, gastando menos recursos e tempo computacional. De fato, os zeros da
MGF se mostraram pelo menos 100 vezes mais rapidos que os zeros EPD, quando os

métodos foram aplicados ao modelo de Ising 2D e ao modelo de Potts com 6-estados.
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A diferenca entre os métodos se mostrou ainda mais notavel quando aplicamos
ao modelo de Ising 3D, onde foram considerados redes grandes como L = 256. Nestas
condigoes o sistema possui muitos estados acessiveis, o que aumenta drasticamente o
grau do polinémio dos zeros EPD. O efeito de ter tantos estados é tao dramatico que o
grau do polinémio atinge aproximadamente 72.000. Porém, ao utilizarmos os zeros da
MGEF este problema é completamente resolvido, sendo necessario somente um polinémio
de grau 100 para as andlises. Outro ponto de destaque foi a comparacao entre o tempo
computacional dos dois métodos, estimamos que os zeros EPD levariam 326 dias para
completar o processo de convergéncia em todas as redes consideradas enquanto os zeros da
MGF gastariam aproximadamente algo em torno de 4h. Com uma diferenca tao dréstica
entre os tempos computacionais, ¢ facil de ver a superioridade do método dos zeros da

MGPF em relagao aos zeros EPD.

Por fim, com base na relacao entre os zeros da MGF e o método dos cumulantes,
mostramos que é necessario utilizar o algoritmo de convergéncia no método dos cumulantes.
Sem o algoritmo de convergéncia o método dos cumulantes pode apresentar resultados
errados ou imprecisos. Desta forma, conseguimos utilizar de forma correta os dois métodos
e mostrar que ambos conseguem obter resultados estatisticamente equivalentes. Além
disso, mostramos que mais zeros além do zero dominante seguem a relagao de escala e
podem ser utilizados para obter estimativas para os expoentes criticos. Isto se mostrou
uma vantagem para o método dos zeros da MGF, ja que o método dos cumulantes s6
consegue obter o zero dominante. Independente dessa vantagem dos zeros da MGF, ambos

os métodos apresentam um grande avanco para os zeros da fungao de particao.

De forma geral, a grande diferenca entre os métodos apresentados durante a tese
estao nos coeficientes do polindmio. Cada avanco feito foi gracas a uma modificagdo nos
coeficientes do polindmio, tornando-os mais simples de serem encontrados e facilitando a
implementagao do método. Por exemplo, os zeros de Fisher nao podiam ser aplicados de
forma ampla, pois a densidade de estados é dificil de ser obtida. Com os zeros EPD esse
problema é resolvido, pois os coeficientes sdo dados pela distribuicao de probabilidade da
energia nao normalizada, o que possibilita uma reduc¢ao no grau do polindémio e simplifica o
processo de encontrar os coeficientes. Os zeros da MGF apresentam um avanco ainda maior,
com os coeficientes do polindomio sendo dados por grandezas termodinamicas, o método
tem potencial para ser utilizado em simulagoes, teoria e experimentos. Isto diversifica
muito as possiveis aplicagoes dos zeros da MGF. Como exemplo, este método pode ser

aplicado em sistemas que possuem energia continuas sem a necessidade de discretiza-las.

Uma pequena amostra dos avancos feitos pelo método dos zeros da MGF pode ser
vista nas segoes [5.8] ¢[9.4] onde encontramos de forma simples a relagao de escala dos
zeros da MGF, estendemos o método para encontrar transi¢coes de fase na presenca de

campos externos e resolvemos alguns problemas com o método dos cumulantes. Sendo
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assim, considerando que o método dos zeros da MGF é computacionalmente eficiente,
gera os mesmos resultados que os zeros EPD e pode ser aplicado em uma gama maior
de sistemas que nao sao acessiveis aos zeros EPD ou aos zeros de Fisher, concluimos que
este novo método marca um avanco significativo para o método dos zeros da funcao de

particao e na forma como identificamos pontos criticos.
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