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Resumo

Nesse trabalho estudou-se as transi¢oes de fase caracteristicas do modelo de Heisenberg
anisotrépico em uma rede quadrada bidimensional variando o parametro de anisotropia
0 que acompanha a componente z do spin. Nesse estudo utilizou-se métodos de Monte
Carlo sofisticados para simular o modelo e um conjunto de técnicas de histogramas com
um método baseado no conhecimento parcial dos Zeros de Fisher capaz de determinar,
com grande precisao, a localizacao do zero dominante. O método se mostrou capaz de
determinar tanto as temperaturas quanto os expoentes criticos para diversos valores de 9.
O Modelo apresenta transicao de fase de Ordem-Desordem para 6 > 1 que é pertencente
a classe de universalidades do Ising 2D. O foco do trabalho foi analisar o modelo para
0 — 17 e obter varios valores de temperaturas criticas. Nenhuma transicao de fase no

limite isotrépico em que 0 = 1 foi detectada, como esperado.

Palavras-chave: Transicao de fase, Monte Carlo, Mecanica Estatistica, Metropolis, Wolff,

Zeros de Fisher, Modelo de Heisenberg, Magnetismo






Abstract

In this work we studied the phase transitions that chatacterize the Anisotropic heisenberg
spin model varying the anisotropy parameter d. In this work we used Monte Carlo Methods
to run simulations of the model and used a "reweighting" method based on the energy
histograms combined with a method based on the partial knowledge of the Fisher Zeros
that allow the determination of the dominant zero with precision. The method used in
this work was sufficient to determinate the critical exponents that describes the phase
transitions and allowed us to obtain the critical temperatures for many values of §. The
model shows an Order-Disorder phase transition for 6 > 1 that belongs to the 2D Ising
universality class. The main focus was to study the model for § +— 17. Any phase

transition at the isotropic limit § = 0, was detected.

Keywords: Phase Transition, Monte Carlo, Statistical Mechanics, Metropolis, Wolff,
Fisher Zeros, Heisenberg Model, Magnetism
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Introducao

Registros acerca de materiais com propriedades magnéticas podem ser constatados
a pelo menos 2500 anos, fazendo com que o Magnetismo seja uma das areas mais antigas
da fisica. Na primeira metade do século XIX, os experimentos de Michael Faraday fizeram
com que o estudo deste ramo atingissem seu apice, especialmente pelo respaldo matematico
adequado fornecido por James Clerk Maxwell, responsdvel por propor a primeira teoria de
unificacao de fendmenos elétricos e magnéticos. Posteriormente, a introdugdao da mecanica
estatistica, desenvolvida principalmente por Ludwig Boltzmann, permitird o uso da teria

de Maxwell para explicar os materiais magnéticos.

Os fenomenos do magnetismo podem ser melhor explicados analisando-se os campos
gerados pelas cargas e correntes de cada dtomo de um material magnético, assim como
o comportamento do conjunto de grande niimero destes mesmos atomos. De forma mais
técnica, pode-se dizer que os estudos tedricos envolvendo materiais magnéticos se dao por

meio da Mecénica Estatistica |11[2].

A Mecanica estatistica surge no final do século XIX para explicar a teoria cinética
dos gases em termos do comportamento de suas particulas constituintes. Baseada principal-
mente na hipdtese ergotica |3| que estabelece que estados de mesma energia tém a mesma
probabilidade de ocorrerem. A Fisica Estatistica, a partir de interagdes microscépicas por
meio de médias no estado de equilibrio do sistema, tem como principal objetivo obter
informagoes macroscopicas, denominados de grandezas termodindmicas (como a energia
interna e o calor especifico). Dessarte, a Mecénica Estatistica é a ferramenta que estabelece

a conexao entre a Mecanica, seja ela classica ou quantica, com a Termodinamica.

O desenvolvimento de computadores, especialmente a partir da década de 1960,
possibilitou o surgimento de uma nova perspetiva para resolugao de problemas, ainda
que de forma nao analitica. Assim, tornou-se viavel o uso de simulagoes nao apenas para
impulsionar o estudo de materiais magnéticos, mas também como algo essencial para
diversas areas do conhecimento. Sao duas as técnicas principais de simulagao: Dinamica
Molecular e Monte Carlo [1,}41/5].

Simulagoes usando técnicas de dindmica molecular baseiam-se na resolu¢do numeérica
das equacoes de movimento para se estudar um sistema fisico. Em problemas classicos pode-
se resolver tanto a 22 Lei de Newton quanto as Equagdes de Euler-Lagrange [6] e
em problemas quénticos costuma-se resolver a Equagao de Schrodinger [7]. Simulagoes
usando técnicas de Monte Carlo, por sua vez, baseiam-se no uso de nimeros aleatérios e
na lei dos grandes nimeros para se obter informagoes probabilisticas de um sistema

fisico.
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A partir destas técnicas e adjunto com "experimentos computacionais'teve-se
o desenvolvimento acelerado de novas tecnologias, assim como a descoberta de novos
materiais, propiciando o nascimento de novas teorias e abrindo inimeras ramificagoes para
pesquisas. Assim, uma das mais exaltadas e eficientes aplicagoes da Mecanica Estatistica
serd no estudo de transi¢oes de fase. Como exemplo, pode-se citar a solugao analitica do
Modelo de Ising bidimensional feita por Lars Onsager [8] em 1944. Este estudo recebe
grande destaque e tem grande importancia por ser o primeiro modelo microscépico a
apresentar descontinuidades em suas func¢oes termodinamicas, em especial uma divergéncia
logaritmica no calor especifico. Descontinuidades nas fungoes termodinamicas sao os

principais indicativos de que um sistema passa por uma transicao de fase.

No desenvolvimento desta pesquisa, modelamos um material magnético na forma
de uma rede de spins que interagem entre si, de acordo com algum potencial. Dessa forma,

estudamos as transi¢coes de fase do Modelo de Heisenberg Anisotropico em duas dimensoes.

No modelo isotrépico a energia é dependente de termos de acoplamento da forma
S;-8S;, i.e., as trés componentes do spin S; tém o mesmo peso em sua contribuicao para a
energia. Consequentemente, a menos que seja aplicado um campo externo H, o sistema
nao tem uma direcao preferencial de magnetizacao e, portanto, ndo pode apresentar o
que é conhecido como quebra espontanea de simetria, tornando-o incapaz de explicar a
transicao de fase caracteristica de um material ferromagnético. Tal resultado é conhecido

como Teorema de Mermin-Wagner [9)

Entretanto, ao se introduzir uma anisotropia entre as componentes do spin S; =
S¥x + Sy + S?z, é possivel que o sistema tenha uma dire¢ao preferencial de magnetizagao
sem que haja a necessidade de se aplicar um campo externo. Entao, introduzindo uma
anisotropia da forma 45757 tal que 0 > 1, podemos obrigar o sistema a passar por uma
transicao de fase e, além disso, estudar qual o tipo de transicao que o sistema sofre
através de seus expoentes criticos, verificando se o0 modelo mantém sua devida classe de

universalidades para valores muito préximos do limite isotrépico, i.e., 6 — 1T.

No primeiro capitulo deste trabalho, apresentar-se-4 o Hamiltoniano de interesse,
analisando-se assim o modelo de Heisenberg Anisotrépico. O segundo capitulo serd dedicado
a discussoes sobre transigoes de fases e suas principais caracteristicas. No terceiro capitulo
serd discorrido acerca das teorias de escala de tamanho finito (ou, em inglés, finite
size scaling - FSS), de forma a saber como se pode tirar conclusdes do modelo em
estudo no limite termodindmico N — oo, usando apenas redes de tamanho finito.
As técnicas computacionais tanto para simulacdo como para analise dos dados obtidos
serao introduzidas no quarto capitulo. O quinto capitulo é reservado para a discussdo
dos resultados obtidos. Finalmente, no sexto capitulo, evidenciaremos as conclusoes e

perspectivas sobre a pesquisa.
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1 O modelo de Heisenberg anisotrépico

Transicoes de fase sdo observadas nos mais diversos tipos de sistemas fisicos,
podendo ser claramente evidenciadas pela transformacao de agua liquida em vapor ou em
um ima que perde sua magnetizacao a alta temperatura. Neste trabalho iremos discutir as

fases existentes no modelo de Heisenberg anisotrépico descrito pelo seguinte hamiltoniano:

H=—J3 (SrSy + SYSY+S:55). (1.1)

<ij>
A notagdo < 4,7 > indica apenas soma entre os primeiros vizinhos e § uma
anisotropia que, dependendo do valor, podera criar um eixo facil (6 > 1) ou um plano
facil (6 < 1). O caso isotrépico (0 = 1) é conhecido por nao apresentar nenhuma diregao

preferencial de magnetizacao.

O modelo é simulado em uma rede quadrada com condigoes peridédicas de contorno.
As componentes S*, SY e S§*% serdo tratadas em uma aproximacgao cldssica, i.e., como
vetores e nao como operadores. Tal aproximacgao ¢ valida em situagoes onde o spin das
particulas na rede cristalina é suficientemente grande, fazendo com que as rela¢oes de

comutacao entre os spins possam ser ignoradas [10].

1.1 O modelo

O modelo foi introduzido por Werner Heisenberg em 1935 para descrever um

material magnético. Abaixo discutimos suas principais propriedades [11].

1. Neste trabalho vamos considerar os spins localizados em uma rede de modo que a

varidvel de spin S; esteja associada com seu sitio j.

Nas situagoes onde a dinamica de spins é muito mais rapida que o movimento dos
ions, podemos supor que os spins residem em sitios fixos. Assim, um modelo geral
de interagoes entre dois spins da rede, definido pelo hamiltoniano abaixo, se mostra
adequado para tratar tais problemas:

N N
> JiySi+S;—gusy Si-H (1.2)

i=1j5=1 =1

H=—

N | —

em que o fator de 1/2 foi inserido para evitar dupla contagem, H é o campo
magnético externo aplicado, gup ¢ o momento magnético por spin e J;; ¢ a constante

de acoplamento entre os spins nos sitios ¢ e j. Se positiva, a constante descreve



16 Capitulo 1. O modelo de Heisenberg anisotrdpico

um modelo ferromagnético e, se negativa, descreve um modelo antiferromagnético.
O termo de acoplamento tem origem em fendmenos puramente quénticos, estando
relacionada com as superposicao das fungoes de onda das particulas nos sitios 7. Sua

deducao formal pode ser encontrada na referéncia [12].

2. Consideraremos entao que os spins serao identificados por suas posi¢oes na rede,
que deverao ser quadradas, de dimensoes L X L e espacamento unitario em cada
direcao. Tais consideragoes sao importantes, pois garantem que o spin com indices
1, j estarao localizados em pontos especificos. A interagao serd considerada entre

vizinhos préximos e tomaremos J; ; = J > 0.

1.2 Consideracoes gerais sobre o modelo

De acordo com as condigdes estabelecidas acima, o modelo definido em (1.1) também

pode ser definido de maneira equivalente pelo seguinte hamiltoniano:

H=—J Y S-S, +AY 55
<1,7> <1,5>
A
S {5;5;6 +SYSY 4 SESE - 5?5;}

%
<i,7> J

A
-7y [st;ﬂ +SYSY + (1 - J)S;Sj}
<ij>

em que o termo A3 S7S% é uma anisotropia de troca e tem sua origem fisica relacionada
a existéncia de uma direcao preferencial dos momentos magnéticos que provém de aco-
plamentos entre camadas magnéticas em sistemas com multicamadas [13]. Definindo o
hamiltoniano reduzido H = H/J e a constante de anisotropia 6 = (1 — A/J), tem-se o

hamiltoniano da forma apresentada em (1.1):

H=- % (878 +8/SY+65:S;) (1.3)

<i,7>

1.2.1 Analise energética

Em baixas temperaturas, a maximizacao da entropia se torna secundaria de forma
que o sistema tende a se organizar de forma a minimizar sua energia [14]. Assim, podemos
fazer uma andlise em funcdo de & para saber o comportamento esperado em baixas

temperaturas.
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O spin da rede pode ser decomposto em coordenadas esféricas [15]:

S* =sinfcosp
S =S5"%+ 5Y§ + 5%z, { SY = sinfsinp (1.4)

S* =cosf
Logo, o cada produto de componentes do spin pode ser reescrito em termo dos

angulos como:

STS? = cosp;sin b, cos p,sin b,
{ LY 7 i T = 57T+ 57SY = cos (pi — ;) sinb; sin 0

SYSY = sin; sin ; sin @, sin 0,

05755 = 0 cosb; cos b;

de forma que o hamiltoniano é dado por

H=— " [cos(p; — p;)sinb;sind; + & cosb; cos ;). (1.5)
<ig>
Ao se considerar a situacao da figura 1.1 a energia deste arranjo sera:
—ho =cos(pg — 1) sin by sin by + § cos g cos O1 + cos(py — p2) sin by sin O+
+ 0 cos Oy cos O3 + cos(po — @3) sin Oy sin O3 + 0 cos Oy cos O3+
+ cos(po — @4) sin b sin 6, + 6 cos Oy cos by,

podendo ser decomposto em h; = h;y + d0h;s de tal maneira que o primeiro termo seja

independente da anisotropia d,na forma:

hiy = — sin fy[cos(py — 1) sin By + cos(py — a) sin Oa+ (1.6)
+ cos(po — 3) sin B3 + cos(po — p4) sin O]

Figura 1.1 — Desenho esquematico do arranjo de spins. As setas azuis indicam os spins
apontando em diregoes aleatérias. Os angulos 6 e ¢ determinam a direcao do
spin 0
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(a) 6 <1

(c)o>1

Figura 1.2 — Os trés possiveis casos de orientagdo dos spins para varios valores de 9.

e que o segundo termo carregue a anisotropia do sistema

his = — cos 0y(cos 01 + cos by + cos O3 + cos by). (1.7)

Abaixo fazemos uma andlise energética para os trés casos: 6 > 1, 0 < 1 e o caso
limite § = 1.

1. Caso ¢ > 1:

O termo h;y assume seu menor valor quando os spins adjacentes tem as mesmas
componentes planares, i.e., 9 = ¢1.234. Com os spins alinhados no plano, o valor

minimo que h; pode ter é:

hiO = —4sin 90.

Porém, mais importante que h;y, para a orientacao do sistema, sera o termo h;s,
sendo este responsavel por acompanhar ¢ que, neste caso, assume valores grandes.
Expressando-se a anisotropia ¢ em termos dos angulos 6; quando igualamos h;, e

dh;s (ainda considerando g & ¢;), obteremos a seguinte relagao:
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sin @1 + sin 69 + sin 03 + sin 6,

= tané )
an % cos 01 + cos 0y + cos 85 + cos 0,

(1.8)

Supondo que o sistema esteja orientado em z, i.e., 6; = 0. Isto significa que o
numerador tenderia a zero com o denominador tendendo a 4. Ora, isto implicaria
que 6 = 0 de tal forma de que o regime o >> 1 teria de ser abandonado durante a
analise. Agora, em suposi¢oes de que o sistema se oriente em uma direcao diferente
de z, e.g., a diregdo em que todos os spins tenham 6; = 7/3. Substituindo os valores
de seno, cosseno e tangente em cada um dos angulos levaria a conclusao de que
0 = 3. Dessa forma, é possivel que o sistema se oriente em uma dire¢do que nao seja

z quando § > 1.

Este de comportamento é conhecido como Ferromagnético, caracterizado pela
existéncia de uma direcio preferencial, seja ela a direcao z ou nado. Na literatura tal
tipo de comportamento também é chamado de Tipo Ising, uma vez que no modelo
de Ernest Ising [8,/16] considera-se apenas a componente z do spin no hamiltoniano,
caracterizando um modelo altamente anisotrépico em z. Estudos de Monte Carlo ja

existentes sobre este modelo neste regime de 0 podem ser encontrados em |17}/18].

2. Caso § =1

Tal caso é conhecido como Modelo de Heisenberg Bidimensional. Neste regime
nao ha direcao preferencial e o sistema nao apresenta qualquer comportamento

critico.

3. Caso0<d<1

Neste limite, o menor valor que h;s pode ter é h;; = —4. Sendo assim, h;y tera uma
contribuicdo maior para o ordenamento do sistema que dh;5. Portanto, de forma a se
ter uma ordem local, o sistema deve ficar no plano. Este comportamento magnético é
chamado de planar, ou Tipo XY. Estudos de Monte Carlo ja existentes na literatura

para este regime de d podem ser encontrados em [19]
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2 Transicoes de fase

Este capitulo é dedicado a uma breve revisao sobre os conceitos basicos que abran-
gem o estudo de transi¢oes de fases. Sao exemplos familiares deste assunto a condensacao
da agua ou a fusao de gelo, processos de facil visualizacdo marcados por uma significativa

alteracao no sistema.

Perto de uma transicao de fase, as propriedades termodinamicas de um sistema
sofrem mudancas bruscas em resposta as variagoes continuas das condi¢es externas, tais
como temperatura, pressao ou do campo magnético aplicado. Além disso, o entendimento
das transicoes de fase é relacionado com a quebra espontanea de simetria, da qual o sistema
sob andlise sofre, possibilitando a defini¢do de um pardmetro de ordem |1], caracterizador

do sistema.

2.1 Transicoes e grandezas termodinamicas

A descrigdo matematica de uma transicao de fase se da por meio da andlise de
derivadas dos potenciais termodinamicos. Por exemplo, pode-se observar dessa forma a
Energia Livre de Helmholtz [14]:

F(T,V,N)=U—TS, dF =—S8dT — pdV + udN.

Assim, grandezas termodinamicas podem ser escritas como derivadas da energia livre,
de forma que sejam descontinuas nos pontos criticos. Dois importantes exemplos sao a

compressibilidade térmica e o calor especifico:

1[0V 1 (oU
Kp=——(> - (=) .
g v(ap>T’ Co N(@T)V

Ehrenfest [20] propds uma classificacio para as transigoes de fase. Uma transicao de
fase de primeira ordem é aquela em que a primeira derivada da energia livre é descontinua.
Por sua vez, em uma transicdo de segunda ordem, a segunda derivada é continua porém
singular no ponto de transicao, que também ¢é conhecido como ponto critico. Para materiais
magnéticos, a energia livre se torna uma funcao de campo aplicada de forma que sua
primeira derivada sera a magnetizacao do sistema, enquanto sua segunda derivada sera a
susceptibilidade magnética, ou seja, a quantidade de divergéncia no ponto critico. Outras
classificacbes sao possiveis como aquelas que atribuem calor latente as transicoes de

primeira ordem e susceptibilidade divergente assim como comprimento de correlacao
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Sistema Transicao Parametro de ordem
Liquido-gas Evaporagao Diferenca de densidade Ap = p; — p,
Magnetita (FezO,)  Ferromagnética Magnetizagao espontanea M
Perovskita (CaTiO3)  Ferroelétrica Polarizagao espontanea P

Tabela 2.1 — Parametros de ordem de alguns sistemas. Tabela Adaptada [21]

infinito as transi¢oes de segunda ordem. J& ¢é valido mencionar que temperatura critica e
comportamento proximo a criticalidade s6 ¢ bem definido em transi¢oes de segunda ordem,

a qual o modelo (1.1) apresenta para 6 > 1.

2.2 Parametro de ordem e quebra espontanea de simetria

Lev Landau, de forma a possibilitar uma melhor caracterizacao e compreensao dos
sistemas, introduziu o conceito de parAmetro de ordem [1]: uma grandeza, caracteristica
do sistema, nao nula abaixo da temperatura critica e nula acima dela. Dessa forma, o
parametro de ordem do sistema assumira dois valores: nulo e ndo-nulo. A fase ordenada
é a que o parametro de ordem é nao nulo e a fase desordenada é a que o parametro de

ordem é nulo.

Considerando o estudo de transi¢oes de fase, dizemos que um sistema tem deter-
minada simetria se o seu Hamiltoniano é invariante por determinada transformacio. Um
sistema onde a quebra de simetria é evidente é o modelo de Ising. Nele, o Hamiltoniano
H=—J> iS55 E| pode sofrer uma rotagao de todos os spins de 6; = 7Vi, sem que
a energia seja afetada. Dessa forma, esta operagao levard um estado desmagnetizado
M, =17%-(3>;S;) =0 para o mesmo estado, preservando sua simetria. Em contra partida,
levara um estado de magnetizacao M, = M, para um estado magnetizado em outra direcao
M, = —M,.

Em baixas temperaturas, nao ha nada que favoreca o estado de magnetizacao
positiva ou negativa. Assim, durante o resfriamento de um ima, o sistema serd obrigado a
escolher um dos estados M, = +M,, desencadeando o processo conhecido como quebra

espontanea de simetria.

A relacao entre parametro de ordem e simetrias do sistema é explorada ao se
considerar a minimizacao da energia livre como fungdo da temperatura e do parametro de
ordem ). No caso da auséncia de campos aplicados, pode-se estudar o sistema em questao
escrevendo a energia livre como uma série de poténcias pares do parametro de ordem,

chamada de tratamento fenomenoldgico [1,11]:

F(T, ) = ao(T) + az(T)* 4+ ag(T)p* + ... (2.1)

No modelo de Ising, considera-se que o spin da rede s6 tem sua componente em z, i.e., S; = S7Z

1
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Ja para o caso em que ap > 0, a energia livre tem um tinico minimo, em ¢ = 0.
Todavia, se as < 0, o ponto ¥ = 0 é um ponto de equilibrio instavel, surgindo 2 minimos
localizados em 41y, ambos com a mesma energia livre. Este é um caso em que o sistema
se encontra obrigado a escolher entre estes dois minimos, promovendo a quebra de simetria.

A figura 2.1 ilustra esse processo.

<Y

c

Figura 2.1 — Energia livre de Landau como uma série de poténcias no parametro de ordem.
Imagem emprestada de [22]

No sistema em questdo, a aplicacdo de um campo magnético tem o efeito de
deslocar verticalmente um dos dois minimos, de forma que a energia livre tenha somente
um minimo global. Isto faz com que uma transicao de fase também seja interpretada como

a coexisténcia de duas fases.

2.3 Expoentes criticos e classes de universalidades

Dentre a extrema importancia das transi¢oes de fase, deve-se ressaltar o grande
interesse no estudo do comportamento de grandezas termodinamicas proximas a elas. Em
meados do século XX, estudos experimentais mostravam o comportamento da quantidade
nas grandezas termodinamicas, por meio de leis de poténcia. O principal destes expe-
rimentos, publicado em 1945 [23], compilava os dados obtidos para diferentes tipos de
gases, mostrando que a diferenca das densidades seguia uma lei de poténcia universal:
(pr — pe) = (|T = T.|/T.)° com B = 1/3. Resultados deste estudo sao mostrados na figura
2.2

De fato, é perceptivel que varias grandezas macroscopicas seguem tal comporta-
mento em lei de poténcia quando perto de sua criticalidade. Ao se definir a temperatura

reduzida t = (T — T.)/T., é possivel expor alguns desses expoentes (Tabela 2.2).

Dois conceitos importantes para se compreender no estudo de transi¢oes de fase

sdo os de fungcao correlacao e comprimento de correlacao. Considere um spin S;
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Figura 2.2 — Curva de coexisténcia para gases [23| que ilustra o comportamento de lei de
poténcia do parametro de ordem do gases préximo a transicao de fase.

Grandeza Expoente critico | Lei de Poténcia
Calor especifico a Cp o [t|*
Magnetizagao 64 M o |t|™°
Susceptibilidade v X o [t|”
Comprimento de correlagao v o [t
Funcao correlagao n ['(r) oc p=(d=2+m

Tabela 2.2 — Grandezas e seu comportamento préximo a criticalidade. d é a dimensao
espacial da rede. Tabela Adaptada [10].

localizado no sitio ¢ e outro spin S;., em um sitio na distancia r de i. Pode-se calcular a

média termodinamica do produto de ambos os spins como

I'(r) = (S; - Sizr) — (Si) (Sisr) - (2.2)

A média sera um valor entre 0 e 1 que indica o "alinhamento médio"entre 2 spins
separados por r: quanto mais préximo de 1, mais eles estao alinhados. Assim, é possivel
atribuir uma nocao de correlagao ao sistema ao se observar este alinhamento. Tal observacao
consiste em analisar se, com o aumento de r a funcao I' ndo se distancia rapidamente de 1,

fazendo com que as alteragdes do spin em ¢ se propaguem de forma que seus efeitos nao
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sejam despreziveis em ¢ + 7. Neste caso, diz-se que o sistema estd altamente correlacionado,

sendo uma das principais caracteristicas do comportamento critico.

Em sistemas com simetria translacional, o comportamento assintético da funcao

de correlagao é dado pela férmula de Ornstein-Zernike [24]:

I(r) ~r e ¢ (2.3)

de forma que, proximo a temperatura critica, A = d — 2 + 1 e £ sdo o comprimento
de correlagao. Tal comprimento sera a distancia necessaria a se percorrer para que a
correlagao diminua por um valor de 1/e ~ 0.37. Quando préximo da temperatura critica,

o comprimento de correlagao diverge.

A determinacao da temperatura critica depende dos diversos parametros associados
a cada sistema. Todavia, os expoentes criticos em geral dependem da dimensao espacial d do
sistema fisico, dimensao do pardmetro de ordem n e o alcance das interagoes microscopicas,
de forma que eles assumam valores universais e permitindo que varios sistemas distintos
possam compartilhar do mesmo conjunto de expoentes criticos. Neste caso de dois sistemas
distintos compartilhando os mesmos expoentes criticos, afere-se que eles pertencem a

mesma classe de universalidade. A tabela 2.3 ilustra algumas destas classes.

Universalidade d n o B 0 o v n
Ising2d 2 1 | 0(log) 1/8 7/4 15 1 1/4
Ising 3d [25] 3 1 | 0.110(5)  0.325(2) 1.23708(33) 0.69912(86) 0.031(4)

XY 3 2 ]-0.007(6) 0.3455(20)  1.316(3) 0.669(2) 0.33(4)
Heisenberg 3 3 |-1.115(9) 0.3645(25)  1.386(4) 0.705(3) 0.33(4)
Esférico 3 o -1 1/2 2 5 1 0

Tabela 2.3 — Expoentes criticos para algumas classes de universalidade. Tabela Adaptada
[21].

2.4 O teorema de Mermin-Wagner

As condig¢oes para que um determinado sistema apresente transicao de fase depen-
dem do tipo de simetria que seu Hamiltoniano apresenta. Diferentemente de modelos que
apresentam simetria discreta como o de Ising, modelos como o descrito pela equacao (1.1)

no regime planar (0 < § < 1) apresentam uma simetria continua.

Qualquer rotacao no plano aplicada em todos os spins conserva o hamiltoniano.
A presenca da simetria continua faz com que seja possivel a existéncia de ondas de spin,
conhecidas como mdgnons, capazes de dissipar qualquer tipo de ordenamento para longas
distancias, o que impossibilita a existéncia de uma quebra espontianea de simetria. A

impossibilidade da quebra espontanea de simetria acarretara também na impossibilidade de
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(YYYTVY

Figura 2.3 — Desenho esquemaético de uma onda de spin. A primeira fileira ilustra o
movimento de precessao do spin. A segunda fileira é a projecao do spin no
plano.

uma transigao de fase do tipo Ordem-Desordem [26], assim como enunciado no Teorema

de Mermin-Wagner ﬂgﬂ A figura 2.3 ilustra o comportamento dos mdgnons.

Outro tipo de transicao de fase pode ser observado em sistemas que obedecem
o teorema em Mermin-Wagner. Este tipo ndo sao relacionadas com a magnetizacao
espontanea da matéria, e sim com as propriedades topolégicas que a matéria apresenta
,. Essas sdo conhecidas como transicoes de fase topoldgicas e o mecanismo por traz
desta transicao é devido ao desligamento dos pares vortice-antivortice, como o ilustrado

na figura 2.4.

O modelo definido pela equagao (1.1) é conhecido por apresentar esse tipo de
transicao de fase quando (0 < § < 1), mas nao apresenta transi¢ao de fase de nenhum dos
dois tipos para o limite isotrépico (§ = 1), fazendo com que a temperatura critica tenda
para zero tanto para 6 — 17, quanto para 0 — 1~ . Nossos estudos se restringem
apenas em analisar o comportamento para 6 — 17, sendo o outro limite objeto para

futuras pesquisas relacionadas a este trabalho.
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Figura 2.4 — Par vértice(ponto vermelho) - antivértice (ponto azul) formado que caracteriza
a fase topoldgica presente no modelo da equagao 1.1 para 0 < § < 1.
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3 Efeitos de tamanho finito (finite size sca-

ling)

Simulacoes pelo método Monte Carlo possuem a limitacao de s se poder simular
sistemas de tamanho finito, tendo por objetivo obter comportamentos anémalos, bem
definidos apenas no limite termodinamico. Com informacgoes do sistema em estudo para
diferentes tamanhos de rede, é possivel usar a teoria de escala das redes para atribuir
o limite em L — oo de maneira adequada. Esta analise é conhecida como Finite Size
Scaling (FSS). Neste capitulo, apresenta-se o embasamento tedrico necessario para validar
o uso das leis de poténcias apresentadas na tabela (2.1) e saber como vincular as simulagoes

obtidas em diferentes valores L de rede.

3.1 Escala dos potenciais termodinamicos

No estudo de transicoes de fase caracteristicas de um ferromagneto, admitem-
se diversas abordagens tedricas. A mais conhecida dessas abordagens, é o tratamento
fenomenoldgico, citado no capitulo anterior, consistente em descrever a energia livre como
uma série de poténcias no parametro de ordem . Esta hipdtese é capaz de reproduzir
a forma, sem o valor numérico, das leis de poténcia da tabela (2.1). Ademais, a solugao
exata de Onsager [8] indica a impossibilidade de escrever tais coeficientes como fungdes

analiticas da temperatura.

Por sua vez, as hipéteses de escala sao mais fracas, baseando-se em formas gerais
que a energia livre pode assumir. Estas hipdteses consistem basicamente em assumir que a
energia livre é uma fungio homogénea [[] em suas entradas. Considere a energia livre de um

ferromagneto ¢g(T', H) descrito pela seguinte soma:

g(T,H) :go(TvH)+gs(t7H) (31)

em que go ¢ uma funcao bem comportada, desinteressante no estudo da criticalidade. A

parte singular g, é uma funcao homogénea generalizada de t e H:

g+(t, H) = Ags (A", \°H) (3.2)

L A necessidade do uso de funcdes homogéneas na descricdes de fenémenos termodindmicos ja sdo

encontrados inclusive nos préprios postulados da termodindmica [14] em que a Energia interna
U(S,V,N) ou a Entropia S(U,V,N) precisam ser fungdes homogéneas de primeiro grau de seus
argumentos, i.e., U(AS,A\V,AN) = AU(S,V, N)
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em que A é um parametro arbitrario. A arbitrariedade de A permite fazer a escolha \t* = 1:

1 H 1 H
ot H) =17, (15 ) =2y () (3.3)

de forma que a fungao Y (x) seja bem comportada, tornando possivel tirar todas as derivadas

de g, e conhecer as grandezas termodinamicas derivadas da equagao fundamental:

s =(0gs/0T)y
m :<898/8H)T

sendo que a magnetiza¢ao espontanea m = m(t, H = 0) fornece informagoes sobre o

dgs = —sdT — mdH, { (3.4)

expoente /3, o calor especifico C,(t, H = 0) = T(ds/0H ),_, fornece informagao sobre o
expoente « e a susceptibilidade magnética x = (dm/0H ),_, fornece informacao sobre o
expoente . As derivadas mencionadas (3.4), sdo capazes reproduzir as leis de poténcia
da tabela (2.1) em termos de a e b, vinculando também os expoentes criticos da seguinte

forma:
a+284+v=2. (3.5)

3.2 Escala das correlacoes criticas

As leis de escala, além de serem usadas para definir os potenciais termodinamicos,
também podem ser usadas para definir as correlagoes criticas [29]. Esta ideia pode ser

ilustrada considerando-se o modelo de Ising:

N
H=—J > 5:5.—HY. S (3.6)
<ij> i=1

A magnetizacdo termodindmica deste modelo sera:
1 N
m(T, H) :NthOOmN(T, H) :Nlinoo<N;Si>TN (3.7)

e, portanto, a magnetizacao espontanea pode ser definida pelo limite de campo nulo:

my = f}gom(T, H). (3.8)

Considerando-se a simetria de translagao do sistema, é possivel descrever a fungao de
correlagao do sistema de forma semelhante a equacao 2.2, atribuindo ao modelo de Ising

uma rede de n sitios, da seguinte forma:

P (k1) = (SEST)w — (SE)w (D) = (SES7)y — miy- (3.9)
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Assim, no limite termodinamico, se obtera que

Dlk,D) = Jim T (k1) = (S}57) = m? (3.10)

em casos de auséncia de campo externo (my = 0), devido a invaridncia do hamiltoniano
pela inversao dos spins. Portanto, com campo nulo, a existéncia de ordem de longo

alcance deve ficar estabelecida pela seguinte relagao:

lrk_lrilrln_m (S7S7) — mj # 0. (3.11)

Dessa forma, analisando-se a criticalidade, é possivel se estabelecer uma relacao

entre as distancias dentro do sistema e o parametro de ordem. Por se tratar de um sistema
com simetria translacional, pode-se recorrer a formula de Ornstein-Zernike, ja mencionada
no capitulo 2, para caracterizar as correlagoes. Na criticalidade, i.e., em T'=T.(t = 0) e

H =0, as correlagoes spin-spin para grandes distancias se comportam como:

I'(r) = By(r) = Bgr~ @t (3.12)

em que d é a dimensionalidade do sistema e n um expoente citico, definidor a classe de
universalidade. Nas redondezas da temperatura critica, i.e., ¢ — 0, tem-se o seguinte

comportamento assintético:

[(r) = By(r)e ¢, & DJt|™ (3.13)
referenciando-se os expoentes ja apresentados na tabela 2.1.

Dessarte, compreendidas as demonstragoes apresentadas, é possivel construir uma
teoria de escala para as correlagoes criticas, assim como foi feito para os potenciais

termodinamicos:

1 H
D(r,t, H) = AD(X*r, A, AH) = t—bF(’;, ) (3.14)

tv tv

Escolhendo convenientemente os expoentes a,b e c,

H
T(r.t. H :z”<d2+’7>F< " ) 3.15
(r7 Y ) t_l,7 tA ( )

Para o modelo de Ising, é facil demonstrar que

. (3.16)

0mN 1
T H) = =
(T, H) ( OH ) . NksT

(&) ~{&5), (&),
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sendo possivel reescrever a demonstragdo como:

(T, H) Z T (i, 5). (3.17)

- N kBT =
Aplicando a simetria de translacao do sistema e considerando o limite termodindmico,

chega-se no teorema da flutuagdo-dissipagdo em sua forma estatica:

x(T, H) kBT > I(r) (3.18)

que relaciona a susceptibilidade, medida macroscépica do sistema, com as flutuagoes
magnéticas, caracterizantes microscopicas do sistema. Proximo a temperatura critica,
¢é possivel transformar a soma em uma integral, inserindo as formas assintoticas da
susceptibilidade e das correlagoes apresentadas na equagao 3.18, de modo que:

7rt”

d
Crec fat S (3.19)

integral que, ao ser resolvida, fornece a relagao de Fisher:

v =v2—1) (3.20)

que satisfaz a forma de escala proposta na equacgao 3.15. Outra importante relagao de

escala é a da equacao 3.21, cuja dedugdo é mais problematica:

2 —a=dv (3.21)

que ¢é verificada por meio de dados experimentais e numéricos presentes na literatura. Assim,
todos os expoentes criticos estdao vinculados de tal forma que se é possivel determinar

todos conhecendo-se apenas dois, aplicando as equacoes 3.5, 3.20 e 3.21.

3.3 Aplicacao das leis de escala na analise das simulacoes

As hipéteses de escala fornecem vinculos para os expoentes criticos universais
apresentados na tabela (2.1). A principio, todos os expoentes estao em termos da tempera-
tura reduzida, mas, usando-se a lei de poténcia do comprimento de correlagao, é possivel

reescrevé-las em termos deste.

Eoxt™ = toc&w (3.22)

de tal maneira que as leis de escala, tomam a seguinte forma:
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M, x &+ (3.23)
Xz o &7 (3.24)
Cy ox £V, (3.25)

Expandindo a temperatura reduzida, a prépria equagao (3.22) pode ser reescrita de forma

a achar uma lei de escala para a temperatura critica, ao se tomar o limite pela direita.

T-T.
T
T—T, =Tt v = \v =

T(€) =T, + A v.

= tog_% >

Assim, as equagoes (3.22-25) exibem todas as grandezas termodinamicas relevantes pro
estudo da criticalidade de um sistema com o comprimento de correlacao, que é o inico
comprimento proprio do sistema capaz de caracterizar a rede em seu comportamento
critico. Em sistemas finitos, £ é limitado pela dimensao linear L da rede. Portanto, espera-
se que efeitos de tamanho finito nao sejam relevantes para L > ¢ mas comecem a ser
determinantes para as propriedades do sistema quando L < £. Como sabemos que & o< 77,
esperamos que os efeitos de tamanho finito se manifestem no sistema com uma escala do
tipo VL. Assim, como feito em [30], podemos definir funcées de escala Q(z) tais que as

grandezas termodinamicas obedecam

M, o< LP/Y M(tLY)
X X LW/”)Z(tLh’)
C, oc LYVC,(tLY)

em que Q(z) — cte. para z > 1 e Q(z) — 2 /v (a = a, 5,7) para © — 0. Dessa

forma, para t = 0, i.e., T' = T,, temos:

Dessarte, estas relagoes sao as equagoes usadas para fazer o finite size scaling, obtendo-se

a temperatura critica e os expoentes criticos.
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4 Simulacao e analise dos dados

Este capitulo apresentara os principais métodos de simulacao e analise de dados.
As simulacoes foram feitas usando um cédigo hibrido, combinando 3 métodos diferentes
de Monte Carlo: Metrépolis [31], Wolff [32] e Superrelaxagao [33]. Por sua vez, a analise
dos dados obtidos usufrui de duas estratégias: uma repesagem ('reweighting') das fungoes
termodindmicas para temperaturas nao simuladas [34] e um método recente que envolve
tratar a distribuicao de probabilidade de energia como um polinémio e encontrar suas

raizes [35].

4.1 Simulacao: métodos de Monte Carlo

Grande pate dos problemas de relevancia na fisica atualmente, nao sao passiveis
de se resolverem analiticamente. Dessa forma, se faz necessaria a utilizacdo de métodos

aproximativos e numéricos para aborda-los, destacando-se o método de Monte Carlo.

A Mecanica Estatistica é a principal maneira de se extrair propriedades macros-
copicas a partir de modelos microscépicos de interagao [1,2]. A conexdo com a termodi-
namica [14] pode ser feita no ensemble micro-canonico (energia constante), por meio da

entropia:

S =kyInQ (4.1)

em que €2 é o numero de estados de energia E. Esta conexao também pode ser feita no

ensemble candnico (temperatura constante):

1
Z — § : —BE; — _ 4.2
{Ez-}e 7 kT -

In 2
F:U—TS:—HB (4.3)

em que Z ¢ conhecida como func¢ao de particdo que se relaciona com a Energia Livre de
Helmholtz, como em (4.3). Esta fungao é a soma dos estados de energia, de forma que a

probabilidade de encontrar o sistema em um estado o;, com energia E;, seja dado por:

P(o) = (4.4)
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de forma a se obter grandezas termodinamicas, como a energia interna, ainda é possivel

definir uma distribuicao de probabilidade de energias, a partir de médias ponderadas:

Zzp ’ p; = eﬂE’.
>i Pi

U= (E) = (4.5)

4.1.1 Cadeias de Markov e equacao de balanco detalhado

Antes da apresentacao dos algoritimos de simulagao utilizados neste trabalho,
é necessaria a discussdo sobre cadeias de Markov [36]. Para iniciar esta discussao,
considere a seguinte sucessao de eventos aleatérios X1, Xo, ..., Xj,... e a probabilidade

condicional denotada por P(X;|X;). Uma sequéncia é dita Markoviana se:

P(X;|Xj-1,...,X1) = P(X;|X;-1) (4.6)

ou seja, a probabilidade de X; acontecer depende apenas do evento anterior a ele. Definindo
a matriz de transi¢ao de probabilidade W;; = P(X;|X;_1) e a probabilidade do evento
i acontecer, na forma P; = P(X;), pode-se definir uma cadeia de Markov a partir da

matriz de transferéncia e da probabilidade inicial H(O), de forma que:

Pik+1 — Z W”Pj(k)’ k= O7 1, C <47)
J

em que Y_; P;; = 1 (condigdo de normalizacao). Uma propriedade da equacao 4.7 é a de
que, sob condigdes bem gerais sobre W;; e PP, e apds um ntimero suficiente de iteragoes

da equacao, o sistema atinge o que é conhecido como condicao estaciondria:

P =Y WyP;. (4.8)
J

Metropolis et al. [31] propuseram que, para obter uma distribuicao especifica P; a partir
de uma cadeia markoviana que esteja em uma condigao estacionaria, é suficiente que ela

satisfaca a seguinte condicao:

Wi Py = Wi Py (4.9)

i.e., que a probabilidade de o sistema evoluir de ¢ para j seja a mesma de o sistema
evoluir de j para ¢. Esta condi¢ao garante que W;; e P; sejam consistentes com um estado

estacionario, e é conhecida como condicao de balango detalhado.

4.1.2 Algoritimo de Metrépolis

A equacao 4.4 carrega informacao suficiente para descrever as grandezas termo-

dindmicas por meio de médias, possibilitando a resolucao do problema termodinamico.
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Para a maioria de casos de interesses fisicos, essa distribui¢cao nao é possivel de ser obtida
analiticamente. Entretanto, a distribuicao pode ser obtida por meio de uma cadeira de

Markov. Considere a probabilidade do sistema estar no estado n:

efﬁEn

Z

P.(T) =

que por sua vez pode ser usada para gerar um outro estado m, culminando em duas
configuragdes sucessivas e possibilitando que a condigdo do balang¢o detalhado (4.9) seja

satisfeita.

efﬁEn efﬁEm an _BAE
Dessa forma, apenas a diferenca de energia entre os dois estados é necessaria no processo
iterativo markoviano, permitindo que qualquer matriz de transferéncia que cumpra a
condicao de balanco detalhado possa ser utﬂizadaﬂ Assim, o algoritimo de Metrépolis

pode ser descrito da seguinte forma:

1. Escolha uma configuracao inicial, e.g., aleatéria;

2. Calcule a energia correspondente desta configuracao;

3. Escolha um sitio da rede e proponha uma nova direcdo para o spin deste sitio;
4. Calcule a energia do estado recém gerado e sua diferenca de energia AFE;

5. Se essa diferenga for negativa, aceite a nova configuragao gerada;

—BAE

6. Se essa diferenca for positiva, calcule e e sorteie um numero aleatoério

re (0,1):

a) Ser < e AP aceite a nova configuracio;

b) Se r > e #2E Continue com a configuracao inicial;

\]

. Volte ao passo (3) e repita o procedimento.

Apés um grande nuimero de iteragdes deste processo, sera gerada a cadeia de
Markov que obedece a condicao de balango detalhado, acarretando em dados conforme a
distribui¢do de probabilidades (4.4), sendo possivel obter as informagoes termodinamicas

de um sistema com temperatura 7.

L F valido ressaltar que, como a distribuicdo de probabilidades nao é conhecida a priori, existem varias

escolha que satisfazem a relagdo acima.
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4.1.3 Algoritimo de Wolff

Por mais que o algoritimo de Metropolis seja eficaz na resolugao de problemas
termodinamicos, temperaturas pequenas e redes muito grandes de spins podem acarretar
em sua falha, desencadeada pela geracao de estados metaestaveis de energia dos quais
o algoritimo nao consegue desfazer. A Figura 4.1 exemplifica um problema geral dos
algoritmos de flipagens "locais", i.e. em que se flipa um spin de cada vez, relacionado
com a formagao de dominios magnéticos que colocam a rede em um estado metaestavel
da Energia Livre. De forma a se obter resultados confiaveis, inclusive para temperaturas
pequenas, é necessario introduzir um algoritimo de flipagem de clusteres (subconjunto de
varios spins da rede conectados entre si) para resolver o problema dos dominios. Assim,

essa se¢do apresentard o algoritimo de Wollf [32].

Figura 4.1 — Estado metaestavel da energia livre em baixa temperatura. Os spins apon-
tando para cima formam um dominio magnético enquanto os spins apontando
para baixo formam outro. Metrépolis é incapaz de desfazer esses dominios.

A formagao do cluster de spins é feita da seguinte forma:
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1. Selecione um spin ¢ aleatorio na rede. Este sera a "semente'inicial do cluster a

ser formado;
2. Sorteie uma direcao aleatéria definida pelo vetor unitario ii;

3. Verifique todos os spins vizinhos e adicione uma ligacao entre eles com a

seguinte probabilidade P, :

4. Ao se esgotar os vizinhos de ¢, passe para os spins j conectados a ¢ e adicione

ligagoes aos vizinhos de j com a mesma probabilidade P,gq4;
5. Repita (3) até nao restarem ligacoes a serem feitas;

6. Gire todos os spins da rede em relagao a direcao i sorteada.

Uma demonstragao de satisfacao da equacao do balango detalhado pode ser en-
contrada na referéncia [37]. Ressalta-se que devido & anisotropia presente no eixo z, o
algoritimo de Wolff s6 satisfaz a condicao de balango detalhado se ele for feito apenas no
plano XY. Dessa forma, ele ndo substitui o uso do algoritimo Metropolis uma vez que o

Wolff nao altera a componente z do spin da maneira que ele foi descrito.

4.1.4 Superrelaxacao

O 1ltimo algoritimo na se¢ao de métodos simulacionais, ndo é um algoritimo
de Monte-Carlo, mas uma maneira de descorrelacionar sucessivas iteracoes da cadeia
Markoviana, tendo como objetivo a obtencao de duas medicoes independentes do sistema.
Dessa forma, considere o spin S;; e seus vizinhos S;i1;,Si—1;, S +1,S:-1. Os spins

vizinhos geram no sitio ¢j um campo efetivo h;; com o qual S;; interage.

Girando spin em torno do campo efetivo na dire¢cao azimutal, i.e., mantendo o
angulo entre eles constante, se é capaz de gerar uma configuracao diferente da original,
mas que mantenha a mesma energia. Dessa forma, a cadeia de Markov nao serda quebrada.
Pelos mesmos motivos que Wolff s6 pode ser aplicado ao plano XY, a superrelaxacao
também s6 ¢ feita com as componentes planares de S;;. Além disso, para que ela funcione,
é necessario que a rede de spins como em um tabuleiro de xadrez, i.e., primeiro realizar a

superrelaxacao nos sitios "pretos'do tabuleiro e depois realiza-la nos sitios "brancos".
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4.1.5 Algoritimo hibrido utilizado

Para as simulacoes, utilizou-se um algoritimo hibrido combinando os 3 previamente
descritos, de forma que um passo de Monte Carlo - Monte Carlo Step (MCS) em inglés - é

contado da seguinte forma:

o n vezes percorrendo toda rede e propondo um movimento Metrépolis para

cada spin da rede (n = 4);
e 1 movimento de superrelaxacao para cada spin da rede;

¢ 1 movimento Wolff de formacao e giro de cluster.

4.2 Anadlise dos dados: método de histogramas

Como a distribuicao da probabilidade de energia é sempre obtida no ensemble
canonico, a temperatura é sempre um parametro dado antes de se iniciar a simulacao. Isso
significa que para cada temperatura simulada é necesséario termalizar o sistema e repetir a
obtencao de dados, i.e., realizar um nimero suficientes de MCS para que a distribuicao de
probabilidades gerada pela cadeia de markov atinja sua condigao estacionaria. Assim, se
configura a desvantagem da maioria dos métodos de Monte-Carlo, pois as simulagoes se

tornam muito longas.

Para se obter informacoes em temperaturas que nao foram simuladas, adota-se o
uso de técnicas de repesagem (em inglés "reweighting") que sdo conhecidas também como
técnicas de histogramas [38]. Estas técnicas permitem obter grandezas termodindmicas do

sistema em estudo para um intervalo 7" em torno da temperatura de simulacao Tp.

4.2.1 Histogramas simples

Para entender este método, recorda-se da fungao de partigao (4.2) que pode ser
reescrita de forma a se somar a sobre os possiveis valores de energia F, ao invés de se
obter somar sobre os estados ;. Para isso, se introduz a densidade de estado g(E), que
informa quantos estados degenerados uma energia E possui, de forma que a fungdo de

particao serd feita com a soma sobre todas as energias, nao sobre estados.

g(E) tq Z=) g(E)e " (4.10)
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Considera-se entao o sistema na temperatura 7' = 1/k;y. A Probabilidade de uma energia
E ser obtida é:

g(E)e" ™"

P (E) = Tﬁo)' (4.11)
de tal forma que em uma simulagao de Monte Carlo feita em [y, passado o tempo de
termalizacao necessario para se termalizar o sistema, o processo markoviano garante que
apos esse tempo a densidade de probabilidade gerada serd a descrita na equagao 3.11.
Isto significa que cada valor de energia sera visitado de acordo com esta equacao. Dessa
forma, ao se colocar em um vetor H(FE) o ntimero de vezes que a energia E foi visitada na

simulagao, obtém-se um histograma capaz de estimar Pg,.

Considerando Nj;cs o numero total de passos de Monte Carlo feitos para montar

o Histograma, pode-se escrever:

e~ PoE M —BoE
g(?w,) ~ ek = H(E) ~ 259 1

para obter a seguinte estimativa da densidade de estados

PBOI

Z
g(E) ~ ﬂH(E)eﬂoE. (4.13)
Nues
Agora, com a densidade de estados estimada, obtém-se a distribui¢do de probabilidade

para uma temperatura [ arbitraria substituindo a equacao 4.13 na equacao 4.11:

_ H(E)e 2P
~ Sp H(E)eAPE

possibilitando o cédlculo das grandezas termodinamicas para temperaturas que nao foram

Ps(E) Ap = —fo (4.14)

simuladas, e.g., a energia interna

2B EH(E)e AP

U(H) = (B)y ~ L BRE) = S (4.15)
o~ ABE
A(E)), ~ Y AE)Pa(B) = =22 LT (1.16)

Grandezas como a magnetizagdo podem ser obtidas com histogramas bidimensionais. Para
isso, enquanto acontece a simulacao, o nimero de vezes em que um estado de energia E
e magnetizagdo M serdo armazenados em uma matriz H(FE, M), possibilitando que os

dados sejam analisados da seguinte forma:

~ ZE,M MH(E7 M)e_ABE
Mp)~ Yp v H(E, M)e 898

(4.17)
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A exposicao acima foi feita considerando um espectro discreto de energias, como
o espectro do modelo de Ising. Porém o modelo estudado nesse trabalho é continuo. A
continuidade deste espectro se deve ao fato de que os spins podem girar livremente em
torno de seu sitio ao invés de assumir valores como +1. Assim, usando como exemplo
o hamiltoniano escrito em termos dos angulos entre sucessivos spins como na forma da
equacao 1.6, pequenas variacoes de 0; e v; levam a pequenas variacoes no valor H de
energia. Portanto, a energia total do sistema pode ser qualquer valor real e nao apenas
multiplos de J, gerando uma dificuldade na formacao do histograma para espectros de
modelo continuo, haja vista ser improvavel exatamente o mesmo valor de energia ser
visitado duas vezes neste tempo. Uma maneira de se contornar a dificuldade encontrada, é
definindo uma discretizacao dE. Assim, o histograma é montado quantas vezes o intervalo
de energia F + dE foi visitado. E possivel se obter P3(E) apenas lendo os dados obtidos de
forma direta, sem a necessidade se definir uma discretizacao . Todavia, a discretizacao

definida serd importante na discussao da préxima secao de método de analise dos dados.

4.2.2 Histogramas multiplos

O método de histogramas simples é eficaz para repesar temperaturas proximas a
Bo, porém ¢é incapaz de estimar Ps(E) para valores grandes de AS. Esta problematica esta

ilustrada na figura 4.2.
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0.00010 ~
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E

Figura 4.2 — Estimativa da distribuicdo de probabilidades para diferentes temperaturas.

Um método proposto em ¢é capaz de combinar histogramas no caso de existir uma
superposicao consideravel das distribuicoes de probabilidades obtidas por simulagoes feitas
em diferentes temperaturas. Este método é conhecido como Método de Histogramas
Muiltiplos. Para compreender este método, considere que foram realizadas m simulagoes

de Monte Carlo para cada temperatura ;. Cada simulacao ird gerar uma densidade de
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estados como na equacao .13, de forma que:

B Hp(E) Z4
9x(E) = Néwcs e—BrE

(4.18)

Como g(FE) é uma fungao que depende sé do sistema em estudo, cada temperatura
By oferece uma estimativa da mesma fungao. Esta estimativa gi(E) feita em [y seria exata
se a simulacao durasse um tempo infinito gerando infinitas amostras. Porém, como este
nao ¢ o caso real, realiza-se uma média ponderada sobre as densidades de estados geradas
por cada simulagao. Os pesos serao escolhidos de forma que os erros estatisticos de cada
medida sejam minimos. O conjunto de pesos w; responsaveis por minimizar as incertezas

da média dos valores {z;}M, sdo [39]:

M (2
Licy (#/00) o2 (4.19)

fe (1/%2)’ o

conhecido como Inverse Square Weighting. Fazendo isto, pode-se mostrar que a maneira

T =

mais adequada de se combinar resultados de simulagoes feitas em Sy € utilizando a seguinte

distribui¢ao de probabilidades (sem considerar o fator de normalizacao):

! Y Hi(E)
)= 4.20
5(E) Z(B) ;,”:1 Nj”CSZje(B—Bj)E ( )

onde

Loy Hi(E)
Z(p) = — — (4.21)
% i NJMCSZje(ﬁ Bi)E
_ Z?:l Hk(E)
= ZE: m o NMOSZ, e(Bi=p))E (4.22)

As fungoes de particdo descritas na equacao 4.22 sao calculadas de maneira iterativa.
Com a distribuicao de probabilidades calculada, obtém-se todas as outras grandezas
termodindmicas no intervalo (como a energia interna, explicitada no exemplo), até a maior

temperatura:

1 " BHy(E
(E>B:%:EPB(E):Z(5>Z ??J@}}CSZI;E(B)BJ)E' (4.23)

E

Usando os histogramas bidimensionais da equagao 4.17, obtém-se outra grandeza relacio-

nada, a magnetizagao:

YL MY, Hy(E, M)
PZ(B) iy T NS ZelPRE

E.M

(4.24)

e nessa mesma forma, substitui-se os termos (E, M) por (E?) e (M?) nas grandezas acima.
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4.3 Analise dos dados: zeros da distribuicao de probabilidades da
energia (EPD)

O outro método de analise de dados usado neste estudo, proposto em 2017 por B.V.
Costa, L.A.S Mol e J.C.S. Rocha [35], envolve tratar o histograma repesado em (4.20)
como um polinémio do plano complexo. Ele sera referenciado ao longo da secao como
Zeros de EPD - "Energy Probability Distribution". A priori, uma das vantagens
desse método é a nao necessidade da determinagao de um parametro de ordem, além de ter

se mostrado eficaz em caracterizar transicoes de fase tanto continuas quanto descontinuas.

4.3.1 Zeros de Fisher

Semelhante aos Zeros de Yang-Lee [40,141], que tratam a fugacidade como um
polinémio no plano complexo (Ensemble Grande Canonico), os Zeros de Fisher [11] se
comportam de maneira analoga, porém no ensemble candnico. Considera-se a funcao
de particao descrita com o auxilio da densidade de estados, como na equacao 4.10, por
meio de um espectro discreto de energias (ou com discretizagao introduzida a posteriori)

E = ¢y +ne.

Nesse sentido:

N N
2= gB)e P =Y gt =03 g, (e7)" (4.25)
E n=1 n=1

em que g, = g(€ + ne). A mesma funcao de partigdo pode ser reescrita como um polinémio
na varidvel z = e7¢, de forma que, fazendo uma continuacio analitica da temperatura

(ou, equivalentemente, de z) para o plano complexo para que Z possa ter raizes:

N N
Z=ePoy gz"=e 0] (2 — z,) (4.26)
n=1 n=1

onde os z,, conhecidos como zeros de Fisher, sdo as raizes da funcao de particao, i.e.,
Z(z,) = 0. A relagao entre os Zeros de Fisher e as transi¢oes de fase do sistema é explicitada

pela andlise dos potenciais termodinamicos, como a energia livre de Helmholtz:

F = _lnﬂZ = —;iln(z — Zn). (4.27)

Dessa forma, a existéncia de singularidades dos potenciais termodinamicos justamente nos
zeros de Fisher sao o principal indicativo de que as raizes em questao estao relacionadas
com descontinuidades das derivadas da funcao de particdo. Como todos os coeficientes
Jn € R sao reais, as raizes z, aparecem todas em pares conjugados de forma que, em um

sistema finito, nenhuma raiz z, pode estar localizada na reta real Jm(z,) = 0. Porém,
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Figura 4.3 — Zeros de Fisher do modelo de Ising 32 x 32. Imagem retirada de [35]

quando ao se considerar o limite termodinamico L. — 00, espera-se que um conjunto de
zeros se aproxime cada vez mais do eixo real em um sistema que passa por M transi¢oes

de fase:

(20 =a' @)+ (L)} e {z) { e (4.28)

=1 limy 0 b*(L) = a*(oc0)

Estes zeros sdo chamados de zeros dominantes e caracterizam a transicao de fase
analisada por serem os mais proximos do eixo real. A figura 4.3 mostra os zeros de Fisher
do modelo Ising para uma rede quadrada 32 x 32 [35], calculados usando o pacote solve
do Mathematica. ® [

4.3.2 Zeros de EPD

Para introduzir o método utilizado neste trabalho, multiplica-se a equacao 4.22

por 1 = e PEePE yeescrevendo como:

ha(E) = g(E)e "

(4.29)
Ap =0 = 5o

Zﬂo = Z hﬁo (E)eiABEa {
E

Os zeros nao apareceram em pares conjugados devido a um erro do pacote de solucao usado. Isto ocorre,
pois o polinémio tratado tem valores dos coeficientes g, que variam sobre 10* ordem de magnitude.
Além disso, o polinémio tem um grau da ordem de 10® de forma que mesmo os melhores algoritimos
para se encontrar zeros nao funcionam corretamente.
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A

Atribuindo a identificacio = e %€, pode-se reescrever a funcio de particio em termos

de outro polinémio:

Zg, = e 2PON " hg (n)z" (4.30)

em que h?> = h%(E) é identificado com a distribuicdo (ndo normalizada) de probabilidades
de energia no ensemble canénico (EPD). Um mapeamento do tipo conforme é responsavel

por fazer uma correspondéncia injetiva entre os zeros de Fisher e os zeros de EPD.

Mapa de Zeros
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Figura 4.4 — Histograma de energias e mapa de zeros correspondente a ele

Considerando sistemas em seus limites termodindmicos, com a constru¢ao de um
histograma na temperatura critica (., o zero dominante x. estard no ponto (1,0), de
forma que a funcao de particdo sera anulada. Para sistemas finitos, uma pequena parte
imaginaria de x. é esperada, com o zero dominante sendo a raiz mais perto do ponto (1,0).
Uma vez localizado o zero dominante, esta distancia oferece A e uma estimativa para f..
Para temperaturas proximas a temperatura critica, apenas estados com uma probabilidade
nao nula de ocorrerem sao relevantes para a transicao de fase. Isto significas que pode-se
descartar valores baixos do histograma de energias h% de forma que os coeficientes do
polindémio nao fiquem variando em grandes ordens de grandeza. O costume neste método
¢ escolher uma "normalizacao'especifica de forma que o valor maximo do histograma
de energias seja unitario. E| Com a reescala, descarta-se valores menores que um corte
hewt, permitindo evitar considerar energias com amostragem insuficiente no calculo da
temperatura critica. Propoe-se entdo um algoritimo que, comecando por uma temperatura
de tentativa 30 (Falsa) para a temperatura critica, pode-se refina-la de maneira semelhante
ao método Regula Falsi para se resolver uma equacdo com uma variavel. O processo

iterativo sera da seguinte forma:

3 A reescala nio interfere na posicdo das raizes no plano complexo por ser apenas uma escolha arbitraria

de e=2F_ Por este motivo, pode-se fazer as contas com o histograma nao normalizado na equacio
4.20.
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1. Construa um Histograma hﬁj na temperatura Bé (Reescalado de forma que
0

max h ;= 1 e com o valor de corte aplicado);

2. Encontre as raizes do polinémio:

3. Selecione o zero dominante x/

« Se xJ estiver perto o suficiente do ponto z = 1 + 03, pare;

» Caso contrério, faca:

. In(NRelzi ,
a ::__Il(ELtJ)+_ﬁ%

e volte para (1).

As figuras 4.5 e 4.6 ilustram o processo de iteragao e convergéncia da temperatura
critica pelo método descrito. Na figura 4.5, os pontos azuis servem como um guia de como
é o comportamento do zero dominante préximo a temperatura critica. Observa-se que o

algoritimo converge para o minimo da fun¢do como esperado.

Apéds a convergéncia, definir uma temperatura do zero dominante (ou temperatura
pseudo-critica) [, calcula-se as demais quantidades termodindmicas como a Susceptibili-
dade x(f.) e o calor especifico ¢,(.), por meio das técnicas de repesagem descritas na

secao 4.2.
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0.0285 - 2 .

[a =1+ )

0027 4 . s
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Figura 4.5 — Distancia do zero dominante ao ponto (1,0) em fungao da temperatura. Os
nimeros indicam os passos no processo iterativo.
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Temperatura (Jiks)
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Figura 4.6 — Processo de convergéncia até a temperatura do zero dominante. Os pon-
tos indicam a temperatura ’tentativa’ de cada iteracao e a reta indica a

temperatura resultado do processo
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5 Resultados e discussoes

Este capitulo é destinado a discussao dos resultados. Primeiro, sera analisada
a convergéncia das simulagoes para as varias redes simuladas. Depois, em detalhes, a
transicao de fase pela qual o modelo em questao passa, de forma a obter os expoentes e as
temperaturas criticas com as leis definidas no capitulo 3. Na secao de analise dos dados,
estao explicitados os observaveis termodinamicos usados, sendo a energia dada em termos

de unidades J e a temperatura em unidades de J/kp.

5.1 Convergéncia das simulacoes

Com o objetivo de termalizar as redes e alcancar a condicao de balanco detalhado
descrita pela equacao 4.9 e, de forma que a distribuicao de probabilidades seja consistente
com a mecanica estatistica, realizou-se 100L? passos de Monte Carlo (de acordo com a
definicao de MCS dada na secao 5.1.5. A figura 5.1 descreve o processo de termalizacao

para varios valores de L para exemplos de §.
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Figura 5.1 — Convergéncia da Energia por Spin da Equacao 1.1

Na figura, nota-se que depois de um certo tempo de simulacao, a energia do sistema
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comegca a oscilar em torno de um valor médio. A partir deste momento, é possivel aferir
que o equilibrio termodinamico foi atingido e que o cédigo esta reproduzindo a distribuicao
de probabilidades correta para gerar os histogramas de energias da simulacao. Mesmo para
as maiores redes e em valores de § préximos da isotropia, momento de maior dificuldade
de convergéncia para a simulagao, o cédigo usado se mostrou suficiente para resolver o

problema.

5.2 Resultados das simulacoes

Para analisar a transicao em questao, consideram-se as seguintes grandezas termo-

dindmicas:

Energia Interna:

U= (5.1)

em que N é o nimero total de spins na rede e H é o hamiltoniano definido em (1.1)

Magnetizacao fora do plano:

-t () o

Calor especifico:

L () — (H)°
» Susceptibilidade fora do plano:
11 < <Z ’ ZN: ’
VI . s) >_< sz> (5.0
N kgT * =

Descartando-se os primeiros 100L? MCS para efeitos de termalizacao, nos 2 x 10°
MCS posteriores foram guardados valores de energia de magnetizacao fora do plano, em

cada passo, de forma a montar os histogramas. Também foram guardadas as listas de

valores de M?2.

As temperaturas de simulacoes rodadas foram determinadas da seguinte formas:
executou-se uma simulacao rapida percorrendo um grande intervalo de temperaturas e um
passo de temperatura consideravelmente grande (AT = 0.1). Esta diferenga ¢ necesséria

para localizar o ponto de inflexdo da energia, escolhendo-se duas temperaturas abaixo
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e duas acima deste ponto, de forma que a superposicao entre os dois histogramas seja

consideravel.

Como o espectro de energias em questao é um espectro continuo, foi necessario
definir uma discretizagdo. Uma discretizacdo de dF = 0.5 nos histogramas mostrou-se
suficiente para montar os histogramas de forma que eles fossem aparentemente continuos
para os valores de rede 20 < L < 120. Se a discretizacao usada for muito baixa, pode ser
que a amostragem de energia entre sucessivos estados E e E + dF nao seja suficiente para
preencher todo o espectro de energias simulado, de forma que hajam grandes saltos entre
H(E)e H(E+dE). A figura 5.2 ilustra a importancia da escolha da discretiza¢do na hora

de montar o histograma:

Histograma Simulados, dE = 0.01 Histograma Simulados, dE = 0.50

140 4
5000 4
120 4
100 4

3000 4

2000 4

1000 4
20 4

0 o
-9000  -8500  -8000  —7500  —7000 6500 —8000  -8500  -8000  —7500  —7000 6500
E E

Figura 5.2 — Exemplo de Histogramas para diferentes discretizagoes. Tais histogramas
foram feitos usando os dados da simulacao de maneira direta.

A figura 5.3, por sua vez, ilustra a qualidade da repesagem por meio do método
de histogramas multiplos descrito na se¢ao 4.2.2. Atribuiu-se uma altura de corte no

histograma de he,; = 1073 para calcular os polindmios dados pela equacido (4.30). Na

Histograma usando Repesagem

104 — T=128
038
06
0.4
02
0.0

9000  -B500  -8000 7500  -7000  —6500
E

Figura 5.3 — Exemplo de histograma repesado, onde usou-se os histogramas verdes para
obter o histograma vermelho

figura 5.4, percebe-se a melhora da resolugdo do mapa de zeros no plano complexo préximo

ao ponto z = 1404, ao utilizar um corte mais baixo nos valores do histograma. Ressalta-se



50

Capitulo 5. Resultados e discussées

Mapa de Zeros, corte = 107}
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Figura 5.4 — Mapa de zeros para dois valores diferentes de corte no histograma. Nota-se
que o o mapa de zeros relacionado com o histograma de menor corte é melhor
definido em torno do ponto (1,0).

que nao é adequado utilizar um corte muito menor que he,; = 1073, de forma a nao se
incluir partes do histogramas com baixa amostragem, que gerariam coeficientes com alto

grau de incerteza no polinomio.

De forma a se obter a incerteza das medidas, foram feitos cinco histogramas
independentes, cada um com 2 x 10 MCS para cada temperatura simulada, que fornecem
uma estimativa para a temperatura do zero dominante (ou temperatura pseudo-critica).
Esta estimativa é feita por meio do método descrito na secao 4.3.2, calculando-se a média e
as incertezas relacionadas a estes valores. Com a temperatura do zero dominante, utilizou-
se as equagoes (4.21-24), relacionadas com a distribuigdo de probabilidades descrita pela
equagao 4.20, para calcular (E), (E?), (M), (M?), permitindo o calculo de C, e x, com
cada um dos cinco histogramas independentes, atribuindo um valor para as grandezas

mencionadas. Todos os polindmios envolvidos neste trabalho tiveram suas raizes calculadas
usando o software MPsolve [42,/43].
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Figura 5.5 — Mapa de zeros em torno de zp = 1+ 07 para d = 1.5 e 20 < L < 120. Nota-se
que quanto maior a rede, mais proximo de zy o zero dominante da rede é.
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Figura 5.8 — Energia em funcao da tempe- Figura 5.9 — Magnetizacao em funcao da
ratura. temperatura.

A principio, considerar-se-4 uma analise extensa para d = 1.5, mostrando todas
as grandezas termodinamicas discutidas para as redes 20 < L < 120. O procedimento de
analise dos dados feito para os demais valores de § simulados é idéntico ao descrito nos
seguintes paragrafos. A figura 5.5 mostra o mapa de zeros para todos os tipos de redes
simulados e confirma o que foi discutido na se¢ao 4.3.1: para valores de rede maiores,
o zero dominante fica cada vez mais préximo do eixo real. As Figuras 5.6, 5.7, 5.8, 5.9
mostram respectivamente os resultados do calor especifico, susceptibilidade fora do plano,
energia por spin e magnetizacao fora do plano por spin. Em destaque, estd indicado o
valor da grandeza termodinamica calculada na temperatura do zero dominante. Apesar de
a temperatura do zero dominante nao coincidir exatamente com a temperatura de pico
das figuras 5.6 e 5.7 ou do ponto de inflexdo de 5.9, todas sdo suficientemente proximas
para que o método descrito em 4.3.2 reproduza o carater critico esperado neste estudo. A
Figura 5.7 encontra-se em escala logaritmica, apenas para que os picos de todas as redes

sejam visiveis.

Antes de partir para a determinacgdo da temperatura critica e dos expoentes criticos
seguindo o raciocinio desenvolvido no capitulo 3, é preciso realizar a seguinte observacao

sobre o uso dos Zeros de Fisher no estudo de transicoes de fase: a temperatura do zero
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dominante deve obedecer a lei de escala estabelecida pela equacao 3.29:

T.(L)=T> + AL > (5.5)

de forma que o sobrescrito co indique a temperatura no limite termodinamico e v seja o
expoente a ser determinado. Assim, devido a relagdo univoca entre o zero dominante e
sua temperatura correspondente, pode-se reescrever 3.29 em termos dos zero dominantes

calculados:

2o(L) = 2% + N L™+ (5.6)

o qual sabe-se sabe-se qual deve ser z2° no limite termodinamico: exatamente os pontos
x =1 ey =0 do plano complexo, o que torna possivel deduzir a seguinte lei de escala

para a parte imaginaria do zero dominante:

Im[ze(L)] = yoL *. (5.7)

Dessarte, uma escala log-log da equacao 5.7 e uma regressao linear sdo capazes de fornecer
o expoente v de maneira direta. Substitui-se o valor v na equagao 5.6 e realiza-se uma

regressao linear, de forma que a temperatura critica 7:.° serd o coeficiente linear.
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Figura 5.10 — Grafico e ajuste linear de: Figura 5.11 — Grafico e ajuste linear de:
InJmz.] =lnyo—(1/v)In L T, (L) =T> + AL~

A figura 5.10 mostra, em uma escala log-log, a dependéncia da parte imaginaria
que fornece o expoente de correlagdo v = 0.985(8) por meio da inclinagdo do ajuste. A
figura 5.11, por sua vez, mostra a temperatura do zero dominante em funcio de L~'/%, de
forma a fornecer, por meio do coeficiente linear do ajuste feito, o seguinte valor para a
temperatura critica para a anisotropia: § = 1.5 — T, = 1.2811(3). Além da temperatura
critica do modelo, também é possivel determinar os expoentes criticos definidos na tabela
2.2 por meio das leis de poténcias definidas pelas equacoes 3.26, 3.27 e 3.28, da mesma

forma que foi feito para determinar o expoente v. Os valores de M, (L) e x.(L) nao foram
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Figura 5.12 — Graficos e ajustes lineares para as escalas da magnetizagao e susceptibilidade
fora do plano.

os valores dos picos (ou, no caso da magnetizagao, da inflexdo) nas figuras 5.6 e 5.7, e sim
aqueles calculados para a temperatura do zero dominante 7..(L), devido sua proximidade

com o valor dos méaximos.

A figura 5.12 mostra os ajustes feitos para permitir que as inclina¢oes fornecessem
—p/v, v/v, de acordo com as equagoes 3.26 e 3.27 respectivamente. Para a anisotropia
6 = 1.5, os valores dos expoentes criticos nesta analise foram v = 1.72(2) e 8 = 0.136(6). E
possivel comparar os valores obtidos com os apresentados para a classe de universalidade
Ising 2d na tabela 2.3: § =1/8 , v =T7/4 e v = 1, percebendo-se a proximidade dos valores

obtidos neste estudo com os estabelecidos pela classes de universalidades.

O caso do calor especifico merece uma atencao especial nesta andlise, uma vez
que, se o modelo participa da classe de universalidades do Ising 2d, seu calor especifico
deve apresentar uma divergéncia logaritmica (como indicado na tabela 2.3), Isto pois, um
ajuste linear feito de maneira semelhante para 3 e v nao seria adequado para analisar o
comportamento do calor especifico. De fato, para a classe de universalidades do Ising 2d,
nao faz sentido definir o expoente o como na equagao 3.28. Para ilustrar o caso especial
da classe Ising 2d, a figura 5.13 mostra um ajuste linear feito no grafico log-log do calor
especifico em funcao do tamanho da rede, possibilitando que possa ser notada a curvatura
dos pontos em torno da reta ajustada, considerando-se que os pontos nao formam uma
linha reta. Além disso, observou-se que o valor de x? para este ajuste é 2.7 x 1073. Por sua,
vez, a figura 5.14 mostra um ajuste de uma divergéncia logaritmica ¢,(L) = aln(L) + b
que fornece o valor xy? = 2.8 x 10~%. Desta andlise, conclui-se o ajuste logaritmico feito
¢é mais adequado que o ajuste linear, confirmando que o modelo pertence a classe de

universalidade do Ising 2d.

O mesmo procedimento de discussao dos dados feito para § = 1.5 pode ser feito
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para outros valores de § > 1. A tabela 5.1 mostra os resultado para a temperatura critica e
os expoentes criticos obtidos para varios valores de anisotropia pertencentes a este regime,
sendo que todos eles foram obtidos usando L = 20, 40, 60, 80, 120. Nota-se que todos os
expoentes obtidos sdo proximos uns dos outros, o que indica que todos os valores de ¢
analisados devem pertencer a mesma classe de universalidade, independente do quanto

esteja préximo do regime isotrépico § = 1.

) T. 15} vy v

15 | 1.2811(3) 0.136(3) 1.72(2) 0.985(8)
1.2 | 0.9543(4) 0.129(4) 1.71(2) 0.976(6)
1.1 | 0.8320(2) 0.123(5) 1.69(3) 0.982(9)
1.05 | 0.7499(4) 0.104(9) 1.62(2) 0.978(3)

Tabela 5.1 — Tabela de temperaturas e expoentes criticos obtidos para varios valores d

Em especial, pode-se comparar os resultados aqui apresentados com os ja existentes
na literatura, como um estudo de Monte Carlo feito por P.A. Serena et al. |17] em 1992,
que faz a seguinte observacao: o hamiltoniano presente neste estudo, tem a anisotropia

aplicada nas componentes planares:

Ho=—J 3 [(1—A)(S7S7 +SU8Y) + 5785

<i,7>

(5.8)

sendo possivel reescrevé-lo na mesma forma da equagao 1.1, ao retirar-se a anisotropia de

dentro do somatdrio:

! T X 1 z z
H=-J(-8) % (Si S; + SUSY + — S, Sj)
2,]>
H=—J Y (SrSy+SYS!+08:S;)
<i,5>

em que identificamos J = J (1 —A)ed =1/(1 - A).
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A temperatura encontrada para cada valor de § é sempre dada em termos de
J/kp. Porém, para comparar os valores encontrados, é preciso reescalar a constante
de acoplamento. Dessa forma, as temperaturas criticas encontradas no artigo, devem
ser multiplicadas por § = 1/(1 — A), de forma a serem comparadas com temperaturas
encontradas em nosso estudo. O artigo em questao encontrou 7. = 0.76(1) para A = 0.1 o
que, em nosso estudo A = 0.1 equivale a § = 10/9 &~ 1.1. Para se estabelecer uma relagéo
entre os valores, é necessario multiplicar a temperatura critica do artigo por 1.1, obtendo
T. = 0.84(1). Observa-se que este valor esta de acordo com o encontrado usando o método
do zeros: T, = 0.8320(2).

Dessarte, os resultados obtidos em nosso estudo sao compativeis aos presentes ja
estao presentes na literatura. A Figura 5.15 mostra todos os ajustes feitos que possibilitaram
encontrar as temperaturas criticas indicadas pela tabela 5.1. Ressalta-se que, mesmo para
as simulagoes mais préximas do limite isotropico (6 = 1.1,1.05), os expoentes criticos
permaneceram semelhantes aqueles que caracterizam a classe de universalidades do modelo

de Ising 2D.
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Figura 5.15 — Temperatura pseudo-critica como fungao de L™/¥ para todos os valores de

6 simulados.
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6 Conclusoes e Perspectivas

No presente estudo, aplicamos o Método de Monte Carlo em conjunto com técnicas
de histogramas e zeros da distribuicao de probabilidades, visando estudar o Modelo de
Heisenberg Anisotrépico Bidimensional definido pela Equagao 1.1. Os resultados
obtidos foram os esperados, haja vista os ja presentes na literatura. Destaca-se o valor
encontrado para a temperatura critica 7, = 0.8320(2).J/kp em 6 = 1.1, que estd de acordo
T.=0.76(1)J /kp = 0.84(1).J/kp, previamente obtido e discutido em [17]. Ademais, os
resultados explicitam que mesmo para o ¢ mais préximo do limite isotrépico (6 = 1.05), o
modelo ainda permanece na classe de universalidades do Ising 2d, por meio da andlise dos

expoentes criticos.

A continuidade deste estudo estd na aplicacado do mesmo método para analisar a
regiao em que 0 < 6 < 1, onde ha uma transicao de fase topoldgica cuja existéncia foi
mencionada ao final do capitulo 2. Nesta transicao, as leis de escala precisam ser tratadas

de maneira distinta das leis apresentadas no capitulo 3.
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