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Resumo

Neste trabalho, serd apresentado e discutido o modelo Talent vs Luck (TvL), que investiga
o papel da sorte e do talento para o sucesso de um individuo dentro de uma sociedade. Os
autores propoem uma dindmica de evolugdo de capital (sinénimo de “sucesso”) baseada
em eventos de sorte e de azar, na qual aqueles que passam por eventos de azar perdem
capital, e os que passam por eventos de sorte tém chances de ganhar capital ou permanecer
com a mesma quantia, dependendo do talento. Nessa dissertacao, serao apontadas algumas
inadequacoes do modelo, como, por exemplo, o fato dos autores nao analisarem o efeito
do nimero de iteragoes, que é um fator importantissimo na analise do modelo. Tendo
em vista tais inadequagoes, nés propusemos um modelo equivalente, definido em termos
de um ensemble de passeios aleatorios, que nos permite uma anélise mais rigorosa dos

resultados. Por fim, apresentaremos algumas variagoes desse modelo.

Palavras-chave: Fisica estatistica, passeios aleatorios, sucesso e sorte






Abstract

In this work, we analyse the Talent vs Luck (TvL) model, which was proposed to investigate
the roles of luck and talent in the success of individuals within a society. The authors
propose a model of capital evolution (synonymous to “success”) based on lucky and unlucky
events. Individuals that are subjected to unlucky events lose capital, while those that are
subjected to lucky events may gain capital, depending on their talent. In this dissertation,
some inadequacies of the model are pointed out, such as the fact that the authors do not
analyze the effect of the number of iterations, which is a key factor in the analysis of the
model. Given such problems, we have proposed an equivalent model, defined in terms of
an ensemble of random walks, which allows us a more rigorous analysis of the results.

Finally, we present some variations of this model.

Keywords: Random walks, success
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1 Introducao

A desigualdade socioeconomica observada em 2017 era tal que os oito individuos
mais ricos da populagao detinham 426 bilhoes de délares, o que na época equivalia & mesma
quantidade que a riqueza coletiva da metade mais pobre da humanidade [1]. Entender
de onde vem essa desigualdade ¢ uma peca chave para encontrar a melhor estratégia
para reverter essa situacao, ou, no minimo, diminuir o abismo. No entanto, a origem
desse contexto é extremamente complexa, envolvendo séculos de bagagem histérica que
nos trouxeram a esse ponto. A vastidao desse problema nao pode, entretanto, servir de
argumento para deixarmos de estudar individualmente alguns de seus elementos. Nesse
trabalho, sera apresentado um artigo publicado em 2018 por pesquisadores italianos, em
que eles propoem que um fator importante para dinamica da distribui¢ao de riqueza
é o paradigma meritocratico atual, e argumentam que o que vive-se hoje é uma “falsa

meritocracia” [2].

O argumento “meritocratico” para explicar as diferengas socioeconoémicas é que
elas podem ser atribuidas as diferencas naturais de inteligéncia, habilidades, competéncias
e dedicagao entre os individuos da sociedade [3]. O conjunto dessas caracteristicas ser4,
ao longo deste trabalho, denominado de "talento', e tera um papel central no problema
estudado. No entanto, a concentragao de riquezas observada hoje é de uma ordem de

grandeza que nao pode ser explicada apenas pelos fatores citados acima.

Por um lado, existe um abismo entre os pouquissimos mais ricos e a metade mais
pobre da populagdo. Por outro, estima-se que as distribui¢oes de diversas caracteristicas
humanas, como altura e QI, seguem uma distribuicao normal em torno de uma média.
No caso do QI, uma média de aproximadamente 100, o que significa que muitas pessoas
tém um QI préximo disso - entre 85 e 115 - mas ninguém tem um QI de 10000. Sob a
hipétese de que o resto das habilidades e caracteristicas que compoem o “talento” de um
individuo seguem uma distribuicao parecida, o argumento meritocratico para explicar as

desigualdades sociais torna-se insustentavel.

O artigo [2] propoe que o sucesso de um individuo é determinado nao apenas por
seu talento, mas também por fatores aleatérios, que representam um grande conjunto de
elementos que estao fora do nosso controle e influenciam nos resultados das nossas decisoes.
No entanto, muitas vezes esses fatores agem de modo extremamente sutil em nossas vidas,
quase imperceptivel, de modo que é facil construir narrativas em que o sucesso de um
individuo é consequéncia inevitavel de seu talento e esforco, enquanto na verdade ele é
o resultado de uma sequéncia de passos extremamente complexa e sensivel a mudancas.

Como o analista de risco Nassim Nicholas Taleb explica em seu livro "The Black Swan" [4],
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o ser humano tem dificuldade de observar uma sequéncia de fatos sem atribuir a eles uma
explicagao que os conecte, mesmo que seja preciso forcar uma relagao logica entre eles.
Essa tendéncia torna esse tipo de narrativa falaz extremamente crivel para o ser humano,
e nos prové um falso entendimento da situagao. Os psicdlogos Neal J. Roese e Kathleen D.
Vohs também abordam esse fen6meno em seu artigo "Hindsight Bias" [5], em que tentam

mapear suas causas.

Apesar de abordar um conceito extremamente rico e de apresentar uma extensa
argumentacao, o artigo apresenta também alguns problemas, em especial no que diz respeito
a modelagem e as conclusoes tiradas dos resultados obtidos. A abordagem dos autores visa
comparar o impacto do talento contra o da sorte na evolucao do sucesso de um individuo
numa sociedade, e o modelo proposto por eles tenta criar um contexto absolutamente
isolado, em que nao ha interacao entre os individuos. Essa ideia é perfeitamente razoavel,
visto que o problema é ainda incipiente, porém, como serd explicitado na sec¢ao 2.2, o
modelo proposto é desnecessariamente complexo. Isso acaba dificultando a percepcao de
que o numero de passos de cada simulacao influencia fundamentalmente os resultados do
modelo, e, ao desconsiderar isso, os autores chegam em conclusoes inadequadas sobre o

problema.

Neste trabalho, sera proposta uma reformulagao do modelo TvL, que tenta explicitar
e contornar os problemas apresentados acima e servir de plataforma para diversas expansoes

bastante naturais das ideias fundamentais sobre o problema.
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2 Efeitos aleatérios no sucesso

2.1 Apresentacao do artigo

Em 2018, pesquisadores italianos publicaram um artigo intitulado “Talent vs Luck:
the role of randomness in success and failure” (Talento vs sorte: o papel da aleatoriedade
no sucesso e no fracasso) [2], em que eles tentam avaliar o impacto de eventos aleatérios
no sucesso de um individuo. Em seu trabalho, o sucesso de um individuo é definido pelo
seu capital, o que é uma conjectura bastante razoavel, dada a estrutura social em que
vivemos, na qual o capital de um individuo influencia fortemente na sua posicao social.
Tendo isso em vista, como podemos explicar o surgimento das drasticas diferencas de

sucesso observadas hoje?

Os autores propoem um modelo minimo, ao qual dao o nome de “Talent vs Luck”
(TvL, talento vs sorte), para quantificar o impacto de fatores aleatérios no sucesso individual.
Nesse modelo, N = 1000 individuos sao fixados aleatoriamente numa rede quadrada com
condigoes de contorno periddicas, e a cada um deles é associado um valor T; dentro do
intervalo [0, 1], chamado de talento. O talento de cada individuo representa uma medida
do conjunto de todas as suas habilidades, conhecimentos e dedicacao, ou, como ficara
claro posteriormente, a aptidao de um individuo para transformar uma oportunidade em

capital.

A ideia dos autores é disputar a nogao aparentemente meritocratica de que as
desigualdades sociais sdo fruto das diferencas de talento entre seus individuos. Sabe-se
que a distribuigao de riquezas hoje segue, aproximadamente, uma lei de poténcia [6], com
uma pequena porcentagem de individuos acumulando a maior parte da riqueza, o que é

refletido pela longa “cauda” que seu grafico apresenta.

Global Income Distribution 2013
Measured in 2013 PPP (Purchasing Power Parity) in United States Dollar units

Number of individuals
at a given income level

$0 2,000 4,000 $5,000 3,000 $10,000
Individual income per year

Data Source: Hellebrandt, Tomas and Maurs, Paolo - The Future of Worldwide Income Distribution (2015) Licenced under CC-BY-SA by Boris Yakubchik (2019)

Figura 1 — Distribuicao de riqueza global em 2013
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Em termos de caracteristicas humanas, por outro lado, as diferencas sdo bem
menos drasticas. Em sua maior parte, essas caracteristicas, como QI e altura, apresentam
uma distribui¢do normal, uma gaussiana em torno de uma média. Se considerarmos que
as caracteristicas que compoem o talento também seguem uma distribui¢cdo normal, é
impossivel explicar a enorme concentragao de riquezas como proveniente apenas das

diferencas de talento entre individuos.

Portanto, a distribuicao de talento no modelo TvL segue uma gaussiana, de média
mr = 0.6 e desvio padrao or = 0.1, conforme ilustrado na Fig. 2. Os eventos de sorte e
azar sao introduzidos como particulas verdes e vermelhas, respectivamente, que caminham
aleatoriamente na rede. Existem Ng = 500 eventos, divididos igualmente entre eventos de

sorte e de azar. A estrutura do modelo ¢ ilustrada na Fig.

60 —
50—
0l ol -

30 — : N

Nimero de individuos

10 —

le o

03 0,4 0,5 0.6

(=]

Talento

Figura 2 — Distribui¢ao de talento na sociedade. A média my = 0.6 esta indicada pela
linha tracejada, enquanto os valores T' = my + o estao indicados pelas linhas
pontilhadas

?*‘ "l{f i

Figura 3 — Simulagdo do modelo TvL. Os eventos de sorte sao representados pelos circulos
verdes, enquanto os eventos de azar sao representados pelos circulos vermelhos
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Uma simulagao visa abranger um periodo ativo de trabalho de 40 anos, com um
passo de tempo ¢; de seis meses, de modo que sao feitas 80 iteragoes. Além disso, cada
individuo k£ comega com uma quantidade de capital ¢;x(0) = 10, que evoluird segundo a

seguinte dinamica:

1. Se, no tempo t, houver algum evento de azar dentro de um circulo de raio equivalente
a uma unidade da rede quadrada centrado em algum agente k, tal agente tem seu

capital cortado pela metade.

ep(t 1 1) = &)

2. Se, no tempo t, houver algum evento de sorte dentro de um circulo de raio equivalente

a uma unidade da rede quadrada centrado em algum agente k de talento T}, entao:

e com probabilidade T}, tal agente dobra seu capital

e com probabilidade 1 — T}, seu capital nao se altera

3. Se nao houver nenhum evento dentro de um circulo unitario centrado em algum

agente k, seu capital nao se altera

Os resultados da simulagdo sdo mostrados na figura [l Vé-se que pouquissimos
individuos sd@o muito ricos e a maior parte da populagdo termina com capital final menor
que 10 unidades. No entanto, o resultado mais importante de acordo com os autores é
representado na figura [5, que mostra o capital final de cada individuo em fungao de seu
talento apds uma unica realizacgdo da simulagdo, isto é, uma tnica amostra do ensemble.
Podemos observar que o individuo com maior capital possui um talento proximo da média
de 0.6, o que parece contraintuitivo, ja que individuos com maior talento teriam mais

chances de aumentar seu capital.

As figuras [] e [0, no entanto, representam apenas os resultados de uma tnica
realizagao do processo, portanto nao ¢ possivel tirar nenhuma conclusao desses resultados
sozinhos. Por esse motivo, os autores também analisaram histogramas do individuo mais
bem sucedido ao longo de 100 e 10000 simulagdes, como mostrado nas figuras [Ta] e [Tb] A
figura [7b| mostra que a distribui¢do de probabilidade do individuo mais bem sucedido tem
forma similar a da distribuigao de talento entre a populagao (média m; = 0.6), porém é
deslocada levemente para a direita (média 7,,, = 0.667). Isso nos mostra que o fato de
o individuo mais bem sucedido na figura [5] ter sido um de talento mediano nao é uma
coincidéncia, e sim uma tendéncia desse sistema. Em outras palavras, a probabilidade de
encontrar, entre os mais bem sucedidos, um individuo com talento no intervalo [T, T + dT]
aumenta com T até chegar num maximo em 7;,, = 0.667 e depois decresce quando

T > T Por fim, os autores concluem:
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Figura 4 — Distribuigao final de capital. Em (a), a escala é log-lin e em (b), log-log.
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Figura 5 — Capital final de cada individuo em funcao de seu talento

It is evident that, on one hand, the most successful individuals are not the most
talented ones and, on the other hand, the most talented individuals are not the

most successful ones...

... Therefore, we can conclude that the observed Gaussian shape of P(Cpaz|T)
is the proof that luck matters more than talent in reaching very high levels of

SUCCeSS.

A partir desses resultados, os autores argumentam que seu modelo desafia a maior

parte dos mecanismos de atribuicao de recompensas presentes hoje em nossa sociedade,
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Figura 6 — Evolugao temporal do capital dos individuos mais bem sucedido (a) e menos
bem sucedido (b). A sequéncia de eventos ocorridos ao longo da vida de cada
um deles também é mostrada, com eventos de sorte representados por picos
para cima, e eventos de azar representados por picos para baixo.
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(b) Distribui¢ao de probabilidade do talento do indi-
viduo mais bem sucedido, calculada ao longo de

10000 simulagoes

(a) Distribuigao de talento dos individuos mais bem
sucedidos em 100 simulacgoes

Figura 7

baseados num paradigma falsamente meritocratico. De modo geral, a estratégia vigente
atribui recompensas maiores aqueles considerados os melhores em suas areas, ou, na
linguagem do modelo, aos mais bem sucedidos. No entanto, os individuos mais bem
sucedidos nao sao necessariamente os mais talentosos, e seu sucesso pode ter se dado por

uma sequéncia excepcional de eventos de sorte, como demonstrado na figura [6]



18 Capitulo 2. Efeitos aleatérios no sucesso

Por fim, o artigo apresenta algumas estratégias para contra-balancear o impacto
da aleatoriedade e estimular o crescimento, em especial, dos individuos mais talentosos,
e utilizam como exemplo a distribuicao de verbas para pesquisa entre um conjunto de
pesquisadores. Os autores comparam diversas estratégias de distribui¢ao de uma quantidade

total Frr de verbas ao longo de uma simulag¢ao do modelo TvL:
1. distribui¢do uniforme da verba para todos os pesquisadores, afim de estimular a
diversifica¢ao (critério igualitério)

2. distribuicao de toda a verba apenas para uma porcentagem dos individuos mais bem
sucedidos (critério elitista), que representa o tipo de estratégia geralmente adotada

atualmente

3. distribuicdo de uma parte do fundo para uma porcentagem dos mais bem sucedidos,

e o resto dividido igualmente entre os outros pesquisadores (critério misto)

4. apenas para uma porcentagem de individuos, escolhidos aleatoriamente (sele¢ao

aleatéria)

Na tabela a seguir, sao mostrados os resultados das diversas estratégias de distri-

buicao de verbas, baseados nas seguintes quantidades:

- Fpr: verba total distribuida

- Pr: porcentagem de individuos talentosos que foram bem sucedidos, ou seja, termi-

naram com sucesso maior que o inicial

- Pro: Pr para o caso em que Fp = 0, ou seja, em que nao ha distribuicao de verbas

(modelo TvL padrao)
7 = Pr — Pro
- B = ?: fator de eficiéncia da estratégia
T

D — ﬁ: fator de eficiéncia normalizado
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FUNDING-TARGET Enom Pr P'y=Pr-Pr i

ALL EQUAL 1,00 98,14 67,68 80000
50% RANDOM 0,98 97,12 66,66 80000
HALF 25% BEST, HALF TO OTHERS 0,97 96,13 65,67 80000
25% RANDOM 0,85 87,67 57,21 80000
10% RANDOM 0,54 66,73 36,27 80000
50% BEST 0,45 61,19 30,73 80000
25% BEST 0,22 45,31 14,85 80000
10% BEST 0,06 34,83 4,37 80000
NO FUNDING 0,00 30,46 0,00 0

Figura 8 — A estratégia elitista (2) apresenta os piores fatores de eficiéncia, enquanto a
estratégia igualitaria (1) apresenta o maior deles

2.2 Criticas ao artigo

A proposta fundamental dos autores é avaliar a importéncia da aleatoriedade contra
a do talento na evolucao do sucesso de um individuo. Como uma primeira abordagem do
problema, o modelo TvL proposto por eles apresenta um conjunto minimo e generalista de
hipéteses, o que é natural, dada a complexidade do problema a ser estudado. As principais

hipoteses sobre as quais o modelo é construido sao:

1. Sejam A e B individuos na sociedade, com talentos T4 e T'g, respectivamente. Entao,
se Ty > Tg, o individuo A tem maior probabilidade de ser bem sucedido que o

individuo B

2. Eventos de sorte nao podem diminuir o capital de nenhum individuo, assim como

eventos de azar nao podem aumentar o capital de nenhum individuo

3. O talento na populacao segue uma distribuicao aproximadamente normal

As duas primeiras hipéteses s@o bastante intuitivas, a primeira representando a
ideia de que pessoas mais inteligentes, esforcadas e habilidosas devem possuir uma chance
maior de se tornarem bem sucedidas; e a segunda servindo como base para a defini¢ao
do que sao eventos de sorte e de azar. O ultimo item é o fundamento para a critica ao
argumento de que as desigualdades sociais sao provenientes apenas de diferencas de talento
entre os membros de uma sociedade. No entanto, existem alguns aspectos do modelo aos

quais nao foi dada atencao adequada, e que podem ser criticos para as conclusdes obtidas.

O primeiro desses aspectos é o uso de uma rede quadrada com individuos fixos
em posigoes aleatérias e com eventos de sorte e de azar representados por “bolinhas”
que realizam passeios aleatérios nela. Como nao ha nenhum tipo de interacao entre os
individuos, o inico motivo para associa-los a uma estrutura espacial é o mecanismo de

eventos, o passeio aleatorio das “bolinhas”. No entanto, como as “bolinhas” realizam
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passeios aleatérios nao enviesados e a rede é finita, dada uma quantidade de bolinhas, isso
equivale a atribuir uma probabilidade de ocorrer um evento de cada tipo (sorte, azar ou
neutro) a cada agente, e assim nos livramos de qualquer necessidade de uma estrutura
espacial. Além disso, com essa reformulacao do problema, alguns parametros importantes
tornam-se mais explicitos, como a probabilidade d de um agente nao passar por nenhum
)

evento, que, em termos do modelo TvL, esta relacionada com a densidade de “bolinhas’

na rede.

O segundo aspecto, e talvez o mais importante, é que as conclusées em que os
autores chegam nao levam em consideragao um fator extremamente importante: o niimero
de iteracoes de cada simulacao. Fundamentalmente, o que as conclusoes do artigo ignoram é
que, na média, todos os agentes perdem capital ao longo do tempo, uma tendéncia que fica
bem mais clara quando o modelo é reformulado como um conjunto de passeios aleatérios
independentes, no capitulo 4. Em resumo, quando o niimero de iteragbes aumenta, o papel
do talento torna-se mais importante, por que individuos mais talentosos perdem capital
numa taxa mais lenta, o que é discutido em detalhes também no capitulo 4. Tendo isso
em vista, a principal critica ao artigo é que os autores nao apresentam uma motivagao
convincente para usar um passo de tempo d; de seis meses, o que leva a um total de 80

iteragoes.

Nesse modelo, e em diversos outros processos estocasticos, é possivel notar uma
dualidade de argumentos relacionados a pergunta fundamental do problema, que é o
quao importante é o talento de um individuo para a evolucao de seu sucesso. De um
lado, comparando um individuo A de talento alto com um individuo B de talento médio
(T'x > Tg), é claro que o individuo A tem mais chances de se tornar mais bem sucedido,
ja que ele tem mais chances de transformar oportunidades em capital. Por outro lado, se
compararmos o conjunto de individuos de talento alto Cy com o conjunto de individuos
de talento médio C'y;, é natural que haja algum individuo de C';; com sucesso maior que a
média ou até que o maximo de Cy, porque existem muito mais elementos em C; do que
em Cy, o que significa que haverd mais flutuagoes (sequéncias excepcionais de eventos de
sorte ou de azar) em (. Isso pode ser motivo de confusdo para o leitor ndo acostumado,
mas nao ha contradicdo entre os argumentos, eles simplesmente se aplicam em situagoes

diferentes.

De qualquer forma, independente das criticas, o artigo deixa uma mensagem. Numa
populacao onde a maioria das pessoas é normal, isto é, possui talento mediano, pode
ser que alguns dos individuos de grande sucesso que tanto se idolatra sejam individuos
de talento mediano, cujo sucesso foi decorrente de uma sequéncia favoravel de eventos
aleatérios de sorte. Além disso, os autores mostram como essa avaliacdo inadequada do

sucesso pode gerar um mecanismo falsamente meritocratico de atribuicao de recompensas.
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3 Passeios aleatérios

O leitor ja acostumado ao estudo de passeios aleatérios vera claramente que o
modelo Talent vs Luck apresentado no capitulo anterior é essencialmente um passeio
aleatorio nos nuimeros inteiros. Portanto, antes da releitura do modelo em termos de
um passeio aleatério, serd feita uma revisdo do assunto baseada no volume 1 da série
“Random walks and random environments” [7], em que serao apresentados e discutidos

alguns conceitos chave.

O termo passeio aleatério foi introduzido numa carta do estatistico Karl Pearson a
revista Nature em 27 de julho de 1905:

The problem of the random walk

Can any of your readers refer me to a work wherein I should find a solution of
the following problem, or failing the knowledge of any existing solution provide

me with an original one? I should be extremely grateful for aid in the matter.

A man starts from a point 0 and walks | yards in a straight line; he then turns
through any angle whatever and walks another | yards in a second straight line.
He repeats this process n times. I require the probability that after n of these

stretches he is at a distance between r and r + ér from his starting point, O.

The problem is one of considerable interest, but I have only succeeded in
obobtaining an integrated solution for two stretches. I think, however, that
a solution ought to be found, if only in the form of a series of powers of r/n,

when n is large.

KARL PEARSON.

Karl Person estava interessando no problema de migracoes aleatorias, em particular
a de mosquitos para clareiras em florestas (Pearson, 1906) [8]. Em 1919, o fisico John
William Strutt, mais conhecido como Lord Rayleigh, expandiu as analises de Pearson ao
desenvolver o analogo em trés dimensoes do passeio aleatério, chamado de voo aleatorio,
que possuia semelhancas com o estudo do movimento de particulas coloidais realizado por
Smoluchowski (Smoluchowski, 1906) [9].

A nossa releitura do modelo serd baseada, essencialmente, no passeio simples em
uma dimensao. Porém, como explicitado no capitulo 5, o uso de uma rede quadrada é
uma extensao bastante natural para o modelo, portanto serao estudados também passeios

aleatorios em redes, como base para trabalhos futuros. Na proxima sessao, serd revisada
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a solucao do passeio aleatério em uma dimensao e, na seguinte, a de passeios aleatorios

bidimensionais e em redes.

3.1 Passeio aleatério simples 1D

Suponhamos que um caminhante esta restrito a andar numa linha reta infinita, e a
cada intervalo de tempo fixo At, ele d4 um passo de tamanho fixo Az para a esquerda ou
para a direita, o sentido escolhido aleatoriamente. Como os passos sao sempre do mesmo
tamanho, as tinicas posi¢oes possiveis para o caminhante sdo multiplos inteiros de A,
portanto é possivel associar as posi¢coes ao conjunto dos nimeros inteiros Z. J4 que a reta
em que ele anda ¢ infinita, a posicao em que o passeio comeca nao importa, e escolheremos

o ponto inicial 0.

Suponhamos ainda que, a cada intervalo At, a probabilidade de andar para a
direita seja a mesma, ou seja, a chance de andar para a direita nao muda de acordo com
o numero de passos dados. Seja p a probabilidade de andar para a direitae g=1—p a
probabilidade de andar para a esquerda. A pergunta que queremos responder é: qual é a

probabilidade p(m, N) de o caminhante estar na posicao m apds N passos?

Denotemos o ntimero de passos para a direita por n; e o nimero de passos para a
esquerda por ny. Para chegar na posicao m, considerando o passeio nos niimeros inteiros,
é preciso que a diferenca entre o niimero de passos seja exatamente m, ja que um passo

para a esquerda anula a distancia percorrida por um passo para a direita. Entao temos:

n1+n2:N

ny —Ng =M
Equivalentemente:

;(N+m)
ny = ;(N—m)

Todas as sequéncias de passos com n; passos para a direita e ny passos para a
esquerda terminarao na posicao m, independente da ordem em que os passos foram dados.
A probabilidade de uma sequéncia de passos para a esquerda e para a direita é o produto
das probabilidades de cada passo, ou seja, depende apenas do niimero de passos em cada
sentido. Portanto, todas as sequéncias de N passos que levam a posicao m tém a mesma
probabilidade, ja que possuem necessariamente a mesma quantidade de passos para a
esquerda e para a direita. Entao, a probabilidade de um dos caminhos até m com N passos
é:

P = pr Ve (Vo) (3.1)
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Para computar a probabilidade total de o caminhante chegar a posicao m em N
passos, devemos multiplicar a equagao [3.1] pelo niimero de possiveis sequéncias com n4

passos para a direita e ny passos para a esquerda.

A quantidade de sequéncias de /N passos totais e n; passos para a direita equivale
ao numero de jeitos distintos de selecionar n; objetos de um conjunto de N objetos. Essa

quantidade é dada, segundo analise combinatoéria, pelo bindmio de Newton:

N N N
nq N ’flll(N —nl)' N n1!n2!

Portanto, a probabilidade total de o caminhante chegar a posicao m em N passos

¢é dada por:

N' l(
m —m p?
(B!

p(m, N) = gz (3.2)

Reescrevendo a equacao apenas em termos do nimero total de passos N e o
numero de passos para a direita n;, obtemos a distribui¢ao de probabilidade do nimero

de passos para a direita num passeio de N passos:

p(m, N) = py (1) = (Z)W-m (33

A partir dessa expressao, é possivel calcular todos os momentos da distribuicao,

usando uma identidade decorrente do teorema binomial:

N ol N ni,.ni  N—ni
(put+q)™ = oy )P (3.4)

n1=0

Notemos que py(n1) é o coeficiente de u™ no somatério, ou seja,

> on(m) = [(pu+ )z = (0 + ) = 1. (3.5)

n1=0

O j-ésimo momento de uma distribui¢ao de probabilidade (discreta) p(n) é dado

por:

py = > n’p(n) (3.6)

No nosso caso, p(n) = py(ny):

NgE

My = Z n{pzv(m) =

n1=0 ni

(N
n? l( )u”lpqu”l] (3.7)
0 n u=1
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Notemos que

uddl u™ = (u)nu™ !t = ngu™, (3.8)
u
¢ 17 J=1
d al| ;
[udu U™ =ny [udu] u™ = ... =nju™. (3.9)

Portanto, o j-ésimo momento pode ser expresso como:

o= S| () 610

u=1

Como o somatorio é em n, e a derivada é em relagao a u, podemos trocar a ordem:

1y = [(u;i)j (;::0 (Z)ump”lqjv‘m)] ) (3.11)

Agora, usando a equagao 3.4 obtemos uma expressdo geral:

pj = [(udc,i)j ((pu+ Q)N>] (3.12)

u=1

O primeiro momento da distribuicao, ou o valor esperado do ntimero de passos

para a direita, sera
= [(WN(pu+ )V 'p)luzt = Npp+ )V = Np (3.13)

Analogamente, podemos mostrar que o segundo momento é dado por:

pi2 = Npq + N?p? (3.14)

Por fim, a varidncia o2 da distribuicao é dada por:

ol =<n?*>—<n>*= py—pul = Npq (3.15)

O método exposto acima funciona muito bem para o passeio aleatério simples em
uma dimensao, em que as probabilidades de andar para a esquerda ou para a direita
nao dependem da posi¢ao do andarilho e o tamanho do passo é constante. Serd possivel
generalizar esse método para passeios mais complexos e em espacos de dimensao maior que
um? Na proxima sessao, discutiremos como analisar esse problema usando a transformada

de Fourier.
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3.2 Passeio geral

Consideremos um caso mais geral, em que o passeio se d4 em R?, mas considerando
ainda o tempo discreto. Além disso, agora o andarilho pode dar passos em qualquer
direcdo e de qualquer tamanho (desde que finitos), e a probabilidade do tamanho e da
direcao dos passos pode mudar de acordo com o ponto do espago em que ele se encontra.
Seja P,(r) a densidade de probabilidade do andarilho estar na posigdo r apds n passos;
e py(r,r’) a probabilidade de, no n-ésimo passo, o andarilho se deslocar de r’ para r.
Mais especificamente, a probabilidade de ele estar dentro de um volume infinitesimal §V
centrado em r apds n passos é P,(r)dV. Entao, o movimento do passeio é descrito pela

equagao:

Poii(r) = / Pt (1, 1) Py (') dr (3.16)

A solucao geral da Eq. pode ser bastante complicada, mas existe uma restri¢ao
que a coloca numa forma bastante mais ficil de analisar. Se assumirmos que p,(r,r’) na
verdade é fungdo apenas de r — r’, ou seja, se a probabilidade de o andarilho se deslocar
do ponto r’ para o ponto r depender apenas da distancia relativa entre os dois pontos, a
equacao toma a forma:

P (r) = / Pug (r — 1) By (1) . (3.17)

Com essa simplificacao, é possivel analisar o problema utilizando a transformada
de Fourier, ja que a equacao estd posta na forma de um produto de convolugdo. Tomando
a transformada de Fourier de [3.17], obtemos

Poi1(q) = prri(a) Pu(q). (3.18)

Comecando em n = 0:

Portanto:

Pu(q) = By(a) [ #i(a) (3.19)
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Tomando agora a transformada inversa, obtemos uma solucao formal para o

problema:

P = g [ T R@ T A (3.20)

Obtivemos, entao, uma solugao formal para a probabilidade de o andarilho estar
na posicao r apos n passos. Apesar de ser uma expressao relativamente complexa, existem
duas hipoteses que simplificam bastante a solucao de [3.20] e ndo restringem tanto sua

aplicabilidade:

1. Se o passeio comega da origem, o termo Py(q) se transforma numa constante:

Py(r) =6(r) = Py(q) =1

2. Se o tamanho de todos os passos for descrito pela mesma distribuicao de probabili-
dade:

py(a) = pl@) ¥ = [[ 5@ = p@)"

J=1

Portanto, sob essas duas hipoteses, a expressao final toma a forma

P1) = G [ Bl 0 (3:21)

Como um primeiro exemplo, consideremos o passeio isotrépico em duas dimensoes,

que sera analisado na préxima sessao.

3.2.1 Passeio isotropico em duas dimensoes

Na analise do passeio isotrépico, faremos uso de um lema sobre fungoes isotrépicas
que relaciona sua transformada de Fourier com uma integral unidimensional de fungoes de

Bessel:

Lema. Se f é uma funcao isotrépica, entao, para d > 1:
2\ %!
/eiq'rf(r)ddr =2t / () Ja_(qr)r®tf(r)dr, (3.22)
0 \qr 2

sendo J%_l a funcao de Bessel do primeiro tipo e de ordem g -1

Num passeio isotropico em duas dimensodes em que o tamanho do j-ésimo passo é

a;j e |r| = p, as probabilidades de transigao sao:

pj(r) = 27lrpa<p —ay) (3.23)
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Tomando a transformada de Fourier de e aplicando o lema para fungoes isotrépicas

(13.22), obtemos:

_ o0 1
pila) =2n | Dolap)og, 6l — a;)dp

pi(a) = Jo(qay)

(3.24)

Inserindo a expressao para p;(q) na solugao e assumindo que o passeio comeca

na origem:

P.(r) = 1 / e lar ﬁ Jo(qa;)d*q (3.25)

2
47 ke

Introduzindo coordenadas polares (u, ¢) no plano q, a expressao se transforma em:

1 2w poo . n
P,(r) = R/o /0 g~ tulrlcos(¢) 1;[ o(ua;)ududp = (3.26)
S /OO u ﬁ Jo(uay) L /27r ei“|rc"s(¢)d¢} du (3.27)
2o i 712w Jo

Pode ser demonstrado que a expressao integral em colchetes é equivalente a fungao

de Bessel Jy(u|r|). Finalmente obtemos:

P,(r) = L /OO uJo(ulr|) f[ (uaj)d (3.28)

21 Jo

Se o tamanho de todos os passos for determinado pela mesma distribuicao de

probabilidade, isto é, a; = a V j, a solugao simplifica para:

L / = wo(ulr]) Jo(ua) du (3.29)

P”<r) - 21 Jo

Infelizmente, ndo existem expressoes fechadas das equagoes e para valores
arbitrarios de n. Até hoje, P,(r) foi avaliada em termos de fungdes conhecidas apenas para
n =1,2,3, porém ¢ possivel avaliar seu comportamento para valores grandes de n. Nesse
regime, a integral é determinada majoritariamente pelo comportamento do integrando
para valores pequenos de u. A funcao de Bessel de ordem 0 (Jy(u)) vale 1 quando u é
nulo e se aproxima (ndo monotonicamente) de 0 & medida que u cresce, e o integrando

consiste de um produto de n dessas fungoes. Dessa forma, quando n é grande, a principal
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contribuicdo para a integral vira de valores pequenos de u. Primeiro, é necessério reescrever

[3.28 em termos de logaritmos de fungoes de Bessel:

P,(r) = Dy /OOO udo(u|r|) exp [i log Jo(ual)] du (3.30)

=1

Temos as seguintes expansoes:

Jo(z) =1— =22+ 0(z") (3.31)

log(1+¢) =1+ O(é) (3.32)

Portanto, fazendo a soma dos logaritmos:

> log Jo(ua) = —iuQ > ai +O(ut) (3.33)

=1 =1

E, por fim, substituindo em [3.30}

(o] 1 n

Pa(r) ~ 5= [ wdolur)exp | = qut Y- af | du (3:34)
2m Jo 4 =

Existe uma identidade de fungoes de Bessel, valida para v > —1, que pode ser

usada para avaliar a integral:

00 5 o B 51/ 52
/0 J,(Bu) exp [—a u } du = 2oz exp [_4‘12] (3.35)
Essa identidade é obtida transformando a funcao de Bessel em uma série de

poténcias e integrando termo a termo. Aplicando em [3.34}

(3.36)

E possivel estabelecer aproximagoes mais poderosas utilizando, por exemplo, o

método do ponto de sela, porém isso foge do escopo deste trabalho.
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3.2.2 Passeios em redes com invariancia translacional

Para introduzir o problema do passeio aleatorio em redes, comecemos discutindo,
nao rigorosamente, o conceito de espaco acessivel ao andarilho, ou seja, o conjunto de
pontos que ele pode visitar durante um passeio infinito. Na se¢ao anterior, foi estudado o
problema do passeio aleatério em que nao havia restrigoes para o tamanho nem para a
direcao de cada passo, de modo que o andarilho poderia visitar qualquer ponto do espaco
em que ele se encontra. No entanto, se impusermos condi¢oes para o tamanho e para
a direcao dos passos que ele pode dar a cada instante, é possivel transformar o espaco
acessivel ao andarilho. Sejam {z;}%, vetores que formam uma base ortogonal de R%. Se
definirmos que os passos devem ter sempre o mesmo tamanho e que s6 podem ser dados
na direcao de algum vetor x;, por exemplo, restringimos o espaco acessivel do passeio a
uma rede hipercubica d-dimensional. O estudo do passeio aleatorio em redes é de grande
importancia, principalmente, porque o conjunto de posi¢oes permitidas ao andarilho se
torna um conjunto discreto, e hd uma abundancia de problemas que podem ser modelados

como um conjunto discreto de estados.

Sejam p(s|sp) a probabilidade de transi¢ao de um sitio sy para um sitio s; e P,(s|so)
a probabilidade de estar no sitio s apds n passos, tendo comecado do sitio sy. Serdo
assumidas algumas hipdteses para os passeios com os quais trabalharemos, as chamadas

condicoes de Polya:

o p(s1]s2) = p(s2ls1) ¥ (s1,2) , de modo que o passeio ndo seja enviesado em nenhuma

direcao

e se p(s1]s) >0 e p(sa|s) > 0, entdao p(s1]s) = p(s2|s) , de modo que todas as

transicoes possiveis sao igualmente provaveis.

A partir dessas duas probabilidades, é possivel estabelecer uma lei de evolucao
para a probabilidade de ocupacao de sitios na forma de uma relacdo de recorréncia,
avaliando P,1(s|sg), ou seja, a probabilidade de o andarilho estar em s apds n + 1 passos.
Suponhamos que o andarilho tenha realizado um passeio de n passos que acabou em s'.
Nessa situagao, a probabilidade de ele chegar em s no passo n+ 1 é p(s|s’). Somando sobre
todos os sitios s’ e multiplicando pelas respectivas probabilidades de os passeios inciais

ocorreremn:

Buia(slso) = ZP(S\S’)Pn(S’\So) (3.37)

Até aqui, ndo foram impostas condigoes sobre a estrutura da rede, e a equagao [3.37
vale para qualquer passeio que obedeca as condi¢oes de Pdlya. A partir de agora, serao
discutidos passeios em redes periddicas e infinitas, em que a probabilidade de passar de

um sitio [ para um sitio " dependa apenas de [ — I’, a posicao relativa entre os sitios. Essa
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propriedade é chamada de invariancia translacional, ja que a probabilidade de passar de
um sitio para outro se mantém constante sob deslocamentos translacionais. Denotando a
probabilidade de passar do sitio I’ para o sitio [ por P(l|l'); e a probabilidade de um passo

gerar um deslocamento de [ por p(l), temos:

Pl =p( =1

(3.38)
Pl+kll'+k)=pl+k—-1U—Fk)=pl-1)

Para podermos transpor os resultados obtidos até agora para a notagao de redes

com invariancia translacional, basta substituir:

o s|lsg — 1
® slsp;s|ls — 0
[ ) 80|S — —l
Se p(l) é a probabilidade de um passo gerar um deslocamento [, dependendo de

sua forma especifica, o andarilho pode estar livre para acessar todos os sitios da rede ou

apenas um subconjunto periédico de sitios. Sob essa nova notacao, a equacgao que descreve
a evolugao do passeio (3.37)) se torna:

Pop(l) = Zp(l — )P () (3-39)

Similarmente ao problema do passeio bidimensional geral, para resolver essa equacao,

introduzimos a transformada de Fourier, porém dessa vez em sua versao discreta:

B.(k) =" e"* P, (1) (3.40)
l

E a chamada funcao de estrutura do passeio:

A(k) = 3 ep(i) (3.41)

Tomando a transformada de [3.39t

me:;wﬂ;mww&m]

(3.42)
= Z [Z ei(l—l’)kp(l _ ll)] 6il’-kPn(l/)
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A expressao entre colchetes na equacao pode ser identificada como a prépria

funcao de estrutura do passeio A(k), portanto:

Poi1(k) = (k) By (k) (3.43)

Como Py(l) = 6y = Py(k) = 1, obtemos uma relacéo de recursao para P, (k):

P, (k) = \"(k) (3.44)

A transformada de Fourier discreta pode ser invertida de modo analogo a continua:

P.(l) = /B e~k P (k) dik

(2m)¢
(3.45)

sendo B a primeira zona de Brillouin [—, 7]

Obtemos, assim, uma solu¢ao formal para o problema do passeio aleatério numa

rede com invariancia translacional:

P.(l) = (er)d /B e~k (k) ddk (3.46)

3.2.3 Transitividade e recorréncia

Apesar de uma solucao formal para o problema ter sido obtida com a equacao [3.46
extrair resultados exatos dela nao é uma tarefa trivial, pois a integral pode se mostrar
extremamente dificil de resolver analiticamente para valores arbitrarios de n. Desse modo,
serd introduzido, superficialmente, o formalismo de fungoes geratrizes, que nos permitira
extrair algumas informacoes estatisticas importantes do passeio a partir de uma tnica
funcao: a fungao geratriz associada a probabilidade de ocupacao de sitio P,(s|sg). A

discussao sera fundamentada nas seguintes probabilidades:

e P,(s|sg): probabilidade de estar no sitio s apds n passos, tendo comegado do sitio sg

e F,(s|sg): probabilidade de visitar o sitio s pela primeira vez no n-ésimo passo,

tendo comecado em s

e R(s|sp): probabilidade de que o sitio s seja eventualmente visitado num passeio

infinito, tendo comegado do sitio s
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A probabilidade de ocupagao de sitio P,(s|sg) é uma distribui¢do num tempo n

fixo, portanto obedece a condi¢ao de normalizacao:
Z P,(s|so) = (3.47)

onde a soma ¢ efetuada sobre todos os sitios da rede. Por outro lado, a distribuicao
temporal de primeira passagem F,,(s|sg) é uma distribui¢ao sobre o tempo n, com sitios

de origem (sg) e destino (s) fixos, portanto deve obedecer:
Z (s]s0) = R(s|so) <1, (3.48)

O formalismo de fungbes geratrizes consiste, basicamente, em substituir uma

sequéncia {c,}>°, por uma série de poténcias associada:

o

(&) = el (3.49)

n=0
em que a variavel complexa ¢ assume valores suficientemente pequenos para que a série
convirja. Dessa forma, relagoes de recorréncia envolvendo ¢, transformam-se em expressoes
algébricas envolvendo ¢(€), e, uma vez que ¢(&) seja encontrado explicitamente, é possivel

resgatar os coeficientes da sequéncia original via o seguinte resultado de andlise complexa:

o 3.50
¢ 2mi Jp £t (3:50)

sendo I' um contorno fechado simples em torno de £ = 0 e que esteja dentro do raio de

convergéncia da série.

Agora introduzimos as seguintes fungoes geratrizes:

P(s]s0;€) ZP slso)€™ ;5 €] <1 (3.51)

‘SQ, Z F ’50 ; ’£| <1 (352)

Como 0 < P,(sl|so) <1 e 0 < Fou(s|sg) <1, as séries sao convergentes para
€] < 1, e é possivel estabelecer uma relagdo bastante intuitiva entre elas. Para isso, basta
notar que evento "o andarilho esta no sitio s" nada mais é do que a composicao dos eventos

independentes:

1. O andarilho chegou pela primeira vez em s apds j passos

2. O andarilho saiu de s e percorreu um caminho de n — j passos que terminou em s
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As probabilidades para esses eventos sao, respectivamente:

1. Fj(s|so)

2. P,_j(s|s)

Portanto, interpretando o somatoério como nulo quando n = 0, temos:

P,(s|so) = 58805n0+2F slso)Pn—j(sls) ; n>0 (3.53)

7=1

Multiplicando a equacao por £" e somando sobre n, obtemos:

P(ss0;€) = dssy + F (5505 §) P(s]s;€) (3.54)

ou
P<S|$0§ g) - 5330
P(sls;€)

Analisemos agora a probabilidade R(s|sy) de que o sitio s seja, eventualmente,
visitado. Se denotarmos limg_,;— F'(s|sg; &) por F(s|sg;17), temos, segundo e :

F(s]|s0;§) =

(3.55)

R(s]so) = glir giﬁ’g ; se s# s (3.56)
’ 1
R(solso) =1 — Plsoso 1) se s =Sy (3.57)

Se R(solsg) =1, ou seja, se o andarilho garantidamente voltar & posicao inicial, o
passeio é chamado de recorrente. Se, por outro lado, R(sg|sg) < 1, o passeio é chamado
de transitivo. Existe uma interpretacao bastante simples e esclarecedora para a funcao
geratriz P(s|sg; 17): ela representa o valor esperado do ntimero de vezes que o sitio s é

ocupado durante o passeio, como explicitado a seguir.

Seja I, uma variavel aleatéria indicadora, que assume o valor 1 se o sitio s esta
ocupado no n-ésimo passo, e vale 0 caso contrario, de modo que o valor esperado de I, é

(In) = Pu(s|s0). O nimero de vezes que o sitio s é ocupado durante o passeio é
o0
S
n=0

Portanto, o valor esperado do ntimero de vezes que o sitio s é ocupado é:

<§In>=i ZP slso) = P(s|s0;17) (3.58)

n=0
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Esse resultado tem uma implicacdo importante para determinar se um passeio é
recorrente ou transitivo: num passeio recorrente, o nimero de visitas ao sitio inicial é

infinito, portanto é necessario que P(sg|so;§) divirja quando & — 17,

Outro resultado de grande importancia para o estudo de passeios aleatorios é o
chamado teorema da recorréncia, que nos permite tirar conclusoes bastante gerais sobre
R(s|s0), R(so|s) e R(s|s) simplesmente sabendo se R(sg|sg) é unitério ou nao, ou seja, se o
passeio é recorrente ou nao. O teorema afirma o seguinte: se os sitios s e sy sdo conectados,

ou seja, se s é acessivel para um andarilho em sy e vice-versa, entao:

R(so|so) = R(s|s) = R(sols) = R(s|sg) =1

ou

R(so[so) < 1; R(s|s) < 1; R(so|s)R(s[so) <1

Seja Q(sg) o conjunto de sitios s tais que R(s|sp) > 0 e R(so|s) > 0. Entao, de

acordo com o teorema, obtemos dois resultados importantes sobre o passeio em 2(sg):

e a propriedade de recorréncia ou transitividade de um passeio em Q(sg) nao depende

da escolha do sitio onde o passeio comeca

e se um passeio é recorrente, todos os sitios s € 2(sg) serao visitados

O dltimo aspecto a ser discutido com o formalismo de fungoes geratrizes é o tempo
médio até que um sitio s seja visitado. Para evitar entrar na discussao de qual deve ser
esse tempo médio quando R(s|sg) < 1, trataremos apenas o tempo médio condicional
de primeira passagem 7(s|sg), ou seja, o nimero médio de passos até que o sitio s seja
visitado, sob a condi¢do de que tal sitio é eventualmente visitado. A probabilidade (condi-
cional) de um andarilho chegar no sitio s pela primeira vez ap6s n passos é simplesmente

F.(s]s0)/R(s|so), portanto tempo médio condicional de primeira passagem é:

7(s]s0) = Z (s]0) (3.59)

— |So

Lembrando da definigao de F'(s|sg; &) (equagdo |3.52)), é possivel notar que:

ZnF slso) = gg[n(spo;r)} (3.60)
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Por fim, usando a relagao [3.55 obtemos:

1 .0 [ P(s]s0;€)
= — | = ; 3.61
Ol = R g | Pl ) P oA 361
e
1 P’ .£)?

7(50/50) = lim £ (ols0i€) (3.62)

im
R(s]so) ¢=1- P(sg|so; €
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4 Uma releitura do modelo Talent vs Luck

4.1 O modelo TvL como M passeios aleatérios independentes

No artigo [2], os autores tém como objetivo avaliar o impacto da aleatoriedade
contra o do “talento” de um individuo em sua carreira. No entanto, existem alguns aspectos
do modelo aos quais nao foi dada atencao adequada, e que podem ser criticos para as
conclusoes obtidas. Em seu modelo, como descrito no capitulo 2, os autores criam uma
rede quadrada, fixam individuos em posi¢oes aleatérias, e introduzem eventos de sorte e
de azar que realizam passeios aleatorios dentro da rede e definem a dinamica de evolucao
do capital de todos os individuos. No entanto, nao fosse pela escolha do mecanismo dos
eventos, nao haveria necessidade de introduzir uma rede quadrada, ja que nao ha nenhum
tipo de interagao entre os individuos e todas as posi¢oes da rede tém a mesma dinamica
de evolucao. Tendo isso em mente, é possivel estabelecer um mecanismo equivalente e
que nao necessita de uma estrutura espacial. Nota-se que os passeios aleatérios realizados
pelos pontos de eventos sao nao-enviesados e o niimero de passos que eles dao equivale
ao numero de iteragoes da simulacgao. O fato de eles serem nao-enviesados significa que o

valor esperado da posi¢ao de um evento i ap6s n passos é sua prépria posicao inicial 7;(0):

(ri(n)) = r:(0), (4.1)

o que implica em regides mais ricas em eventos do que outras. A seguir sera discutida
uma outra abordagem do problema, que nao apenas contornara a questao de exposicoes
diferentes a aleatoriedade, mas também diminuira a complexidade computacional e revelara
um aspecto importante do modelo TvL original. Tal abordagem também terda como

principais hipdteses as trés apresentadas no capitulo 2.2:

1. Sejam A e B individuos na sociedade, com talentos T4y e T'g, respectivamente. Entéao,
se Ty > Tpg, o individuo A tem maior probabilidade de ser bem sucedido que o

individuo B

2. Eventos de sorte ndo podem diminuir o capital de nenhum individuo, assim como

eventos de azar nao podem aumentar o capital de nenhum individuo

3. O talento na populagdo segue uma distribui¢ao aproximadamente normal
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Suponhamos que, a cada iteracao, cada individuo esta sujeito a probabilidades de

passar por eventos de sorte, de azar, ou nao passar por eventos:

- Py = d : probabilidade de nao passar por evento algum
. Py = =4 : probabilidade de passar por um evento de azar

- P = %d : probabilidade de passar por um evento de sorte

As probabilidades Py e Pp, sao iguais para refletir a escolha do modelo TvL de
quantidades iguais de eventos de sorte e de azar. Isso é equivalente a dizer que sao realizados
N (um para cada individuo) passeios aleatérios independentes nos inteiros, em que andar
para a direita significa passar por um evento de sorte e conseguir aproveita-lo, andar para
a esquerda significa passar por um evento de azar, e manter-se na mesma posicao significa

nao passar por eventos ou nao conseguir se aproveitar de um evento de sorte:

+ Py=d+ (1 —T)5¢ : probabilidade de ndo alterar o capital (manter-se na mesma
posicao)

- Po= %d : probabilidade de diminuir o capital pela metade (andar para a esquerda)

- Ppy = T3,(15%) : probabilidade de dobrar o capital (andar para a direita)

Nota-se que, neste passeio, a probabilidade de um individuo & andar para a direita
depende de seu talento T}, e, como consequéncia disso, as probabilidades de andar para a
direita e para a esquerda nao sao necessariamente iguais. Diz-se que um passeio aleatorio
é simétrico se as probabilidades de dar um passo em cada direcao permitida sao iguais.
Nesse caso, a probabilidade de andar para a direita passa a depender do talento T}, de

cada individuo, mas como T}, < 1V k, podemos afirmar que:
1—d 1—d

Isso quer dizer que, a menos que um individuo tenha talento igual a um, o que
significaria que ele consegue transformar todas as oportunidades em capital, o passeio
aleatério que determina seu capital é enviesado para a esquerda. Analisemos agora o valor
esperado do capital de um individuo k£ apds t passos. Para qualquer passeio aleatério

comegando do zero, a posi¢ao ry(t) ap6s t passos é dada por:

ri(t) = ; m; (k) (4.3)
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sendo m;(k) o vetor deslocamento no j-ésimo passo (que nesse caso pode assumir

os valores (1), (0) e (—1)). Tomemos agora o valor esperado da equagao

(ric(t)) = ; (i (K)) (4.4)

No entanto, o valor esperado do deslocamento de um individuo é, por hipdtese,

constante para todos os passos j, portanto podemos escrever:

(ric(t)) =t - (m(k)) (4.5)

E o valor esperado de m(k) é simplesmente a soma dos possiveis deslocamentos

multiplicados por suas respectivas probabilidades:

(m(k)) = —1- [1;0[] +0. [d+(1—Tk) 1;d] 1. [Tk (1;d>] _ llgd] (1-Ty)

Portanto:

o) == |15 1= n

(Cy(t)) = 10 - 271210 (4.8)

A partir das equacoes e [4.8] é possivel notar dois elementos importantes da

evolugao do capital:

1. Para os individuos com talento 7}, < 1 - que compoem toda a populacao - o valor
esperado de seu capital apds ¢ passos ndao somente é menor que o capital inicial, mas

também diminui exponencialmente com t.

2. Os parametros d e T}, que representam, respectivamente, a probabilidade de nao
ocorrer eventos e o talento do individuo k, sdo responsaveis por diminuir a velocidade

com a qual seu capital esperado decresce.

4.1.1 Resultados

Serao apresentados e discutidos agora resultados de simulagdes usando o modelo de
passeios aleatérios, variando os parametros d e o nimero de iteragoes t. Para cada valor de
t, serdao apresentados a distribuicao final de posicao em funcao do talento e um histograma
de individuos bem sucedidos (com posigao final ri(¢) > 0). O valor T representa o talento

do individuo mais bem sucedido da simulagao.
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Histogram of the most successful individual for many runs
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Figura 13 — Histograma do talento dos individuos mais bem sucedidos ao longo de 10000
simulagoes
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Histogram of the most successful individual for many runs
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4.1.2 Discussao dos resultados

Com 80 iteragoes, a distribuigao final da posicao é similar a do artigo, no sentido de
que tanto o talento do individuo mais bem sucedido (7* = 0.694) quanto o talento médio
dos individuos bem sucedidos (7}, = 0.652) estao proximos da média. Isso acontece, como
discutido anteriormente, porque existem muito mais individuos de talento médio do que
de talento elevado. Os individuos de talento mais alto tém, de fato, um valor esperado de
posicao final maior que os individuos de talento médio, porém o desvio padrao da posicao
final na regiao de talento médio é suficiente para superar essa diferenga. O que acontece a

medida que aumentamos o nimero de passos t?

O desvio padrao da posi¢ao num passeio aleatério simples cresce proporcionalmente
A raiz quadrada do ndmero de passos, v/t. No entanto, a diferenca entre os valores esperados
de posicao final para individuos com talentos distintos cresce linearmente com t¢:

e - temal0) = | 15| - 72 (49)

Isso significa que, a partir de um certo valor de ¢, serd muito dificil encontrar um
individuo de talento médio com posicao final maior que um individuo de talento alto,
como é possivel observar nas figuras acima. Além disso, vale notar também que, quanto
maior for o valor de ¢, menos individuos, em média, serao bem sucedidos, ja que o passeio

é enviesado para a esquerda.

E inadequado, portanto, concluir que a sorte é simplesmente mais importante
que o talento para o sucesso de um individuo, tal importancia depende do niimero de
iteracoes t e do parametro d. Seria possivel argumentar que ¢ > 200 é um niimero irreal
de oportunidades de dobrar o capital de um individuo, e que por isso nao hé necessidade
de considerar esses casos. No entanto, no modelo de passeios aleatorios, o que esta sendo
considerado nao é o capital de cada individuo, e sim sua posi¢cao no passeio, ou seja, seu
saldo de eventos de sorte aproveitados contra eventos de azar. Nao ¢ preciso adotar
0 mesmo mapeamento entre posicao e capital que os autores do modelo TvL adotam. Em
outras palavras, nao é intrinseco ao modelo de passeios aleatérios que um individuo que
se aproveita de um evento de sorte tenha seu capital dobrado. A tnica restricdo que o
modelo impoe sobre a associagao entre posicao e capital é que ela seja nao decrescente,
para obedecer as hipdteses explicitadas nos capitulos 2.2 e 4.1. Dessa forma, os resultados
e conclusoes desse modelo valem para qualquer associagdo entre a posi¢ao ry(t) no passeio

e o capital Ck(t) que obedega tal condigao.
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5 Conclusoes e perspectivas

5.1 Conclusoes

As ideias e resultados apresentados neste trabalho devem, como em qualquer
trabalho cientifico, ser interpretadas como pecas de um quebra-cabeca, e nao como uma
resposta absoluta para uma questdo. O modelo TvL introduzido em [2] foi uma primeira
abordagem de atacar o problema do impacto da sorte no sucesso social de um individuo,
e, nesse aspecto, ¢ de grande importancia. No entanto, como explicitado nos capitulos 2
e 4, o modelo apresenta severas limitagoes e deixa de considerar um fator critico para a

dindmica de evolugao do sucesso, o nimero de iteracgoes.

Deve-se notar, como discutido no capitulo 1, que o problema que motiva o modelo
TvL é extremamente complexo e envolve diversas areas do conhecimento, que é a desigual-
dade social observada hoje e suas raizes. Com isso em mente, ¢ natural que o modelo tente
isolar um aspecto do problema para discutir e simplificar o resto. Entretanto, também é
importante ter em mente que, eventualmente, quando o conhecimento sobre tal aspecto
estiver consolidado, é preciso que o modelo comporte a introducdo de outras camadas
do problema. A proposta deste trabalho foi a de refinar o modelo TvL, contornar suas
limitacoes e transforméa-lo numa plataforma base para facilitar a incorporagao de diversos
outros aspectos do problema, como a interagdo entre agentes ou o uso de uma distribuicao

inicial de capital nao uniforme.

Uma das principais conclusdes em que [2| chega é que a sorte importa mais que
o talento para que um individuo seja bem sucedido, e, como observado no capitulo 4,
tal conclusao é inadequada. A ideia é que o impacto do talento e da sorte dependem do
numero t de iteragoes de cada simulagdo. Associando o papel da sorte ao desvio padrao
da posicao no passeio aleatorio e o papel do talento ao valor esperado da mesma posicao,
observamos que o impacto da sorte comecga maior e cresce com a raiz quadrada de t,
enquanto o impacto do talento comega menor e cresce linearmente com t. Portanto, é
natural que, a partir de um certo niimero de iteragoes, o impacto do talento seja maior
que o da sorte, e que a distribuicao final de capital seja tal que os individuos mais bem

sucedidos sao também os mais talentosos, como mostrado no capitulo 4.

Além disso, a reformulacdo do modelo TvL mostra que nao é preciso adotar a
dindmica de dobrar e ou diminuir pela metade o capital, basta que a associagao entre
posicao e capital seja nao decrescente. Isso é importante para sustentar a ideia apresentada
acima de que o numero de iteragoes influencia no impacto da sorte e do talento. Caso

fosse necessario manter a mesma dinamica, o argumento anterior nao seria tao forte, pois
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considerar, por exemplo, ¢ > 200 oportunidades de dobrar ou diminuir pela metade o
capital de um individuo ao longo de sua vida tornaria o modelo muito distante da realidade.
No entanto, nao havendo necessidade de ser uma dinamica de evolucao tao drastica, é

possivel formular modelos realistas que levam em considera¢ao muitas iteragoes.

Finalmente, para usar o modelo de passeios aleatérios como uma ferramenta para
extrair conclusoes sobre a realidade, é preciso apresentar uma forte motivagao para a

escolha de associacao posicao-capital e para o niimero t de iteragoes considerado.

5.2 Perspectivas

Como dito anteriormente, um dos objetivos deste trabalho é a proposta de um
modelo que trate do nicleo fundamental do problema, mas que também comporte extensoes
para o estudo de outros aspectos. A seguir, sdo listadas, e posteriormente discutidas,
algumas extensoes bastante naturais do modelo que permitem o estudo de alguns desses

outros aspectos:

1. Utilizar uma rede quadrada para avaliar a dindmica de evolucao com interagoes entre

os individuos, analisando passeios aleatorios acoplados
2. Desequilibrar as probabilidades de passar por eventos de sorte e de azar

3. Distribuir nao uniformemente o capital inicial

5.2.1 Modelo com interacao entre agentes

Uma ideia particularmente natural de expansao do modelo, e muito usada na fisica,
¢ a de fixar os agentes numa rede quadrada e introduzir algum tipo de interacao entre
vizinhos. Essa possibilidade é de extrema importancia para o modelo porque, por se tratar
de um problema social, as interagoes entre agentes certamente sao importantes para a

dindmica de evolugao do capital.

A escolha de interagao pode ser usada para simular tendéncias humanas, e esse é
um contexto rico para a aplicacdo de conceitos de teoria dos jogos. E possivel, por exemplo,
estabelecer uma interacao que represente uma estratégia de cooperagao entre vizinhos,
ou uma que represente apenas a competicao acirrada, e isso pode nos trazer informacgoes

relevantes sobre as estratégias 6timas a se adotar.
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5.2.2 Probabilidades de eventos de sorte e de azar desequilibradas

Essa ideia, apesar de parecer sutil, tem grande impacto na dinamica do modelo,
e envolve um conceito mencionado apenas brevemente até entao: a ideia de um valor
critico T do talento. No capitulo 2, foi dito que, a menos que um individuo possua talento
unitario, o passeio aleatorio que ele realiza é enviesado para a esquerda, ou seja, ele tende
a perder capital ao longo do tempo. Em outras palavras, existe um valor critico T de
talento para o qual o passeio aleatorio associado é simétrico, que nesse caso é T = 1.
Isso acontece porque foi mantida, na proposta inicial do modelo de passeios aleatorios, a
hipétese de que a chance de passar por um evento de azar é a mesma de passar por um
evento de sorte. Essa hipotese, apesar de nao explicita, existe no artigo original, manifesta
na escolha de usar a mesma quantidade de “bolinhas” de sorte e de azar. Para definir um
pouco mais formalmente, o talento critico T é o valor que satisfaz, seguindo a notacao do

capitulo 4, a seguinte igualdade:

P+:P_
PTe =Py

(5.1)

Considerando que P;, > 0, seja, que a chance de passar por um evento de sorte é

nao nula, é possivel escrever:

Lii

T~ =
C PL

(5.2)

Tendo essa expressao, é possivel inferir alguns comportamentos esperados do

sistema.:
.PL:PU = Tczl

Esse é o caso estudado no modelo de passeios aleatérios do capitulo 4, em que é
notavel a diminui¢ao da quantidade de individuos bem sucedidos quando o nimero de
iteracgoes cresce. Isso é consequéncia direta do fato de o valor do talento critico T ser

maior que o valor da média de talento da populagao T},.

o P <Py = Tx>1

Nesse caso, o valor do talento critico serd maior que 1, portanto estara fora do
alcance de qualquer agente. Esse caso, na verdade, é simplesmente um cenario mais extremo
do caso estudado, em que a tendéncia de diminuir o capital é ainda mais forte e esse

processo ocorre de forma mais rapida.
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e Pr>PFPy = T <1

Por fim, nesse regime, o talento critico € menor que 1, o que significa que é possivel
que exista uma quantidade relevante de agentes com talento maior que ou igual a Tx. Nesse
caso, dependendo da quantidade de individuos com talento maior que T¢, a tendéncia

global pode ser deslocada para o ganho de capital.

5.2.3 Distribuicao nao uniforme de capital inicial e talento dependente de
capital

Uma ideia extremamente relevante para um modelo que almeja retratar a realidade
socioecondmica é distribuir o capital inicial de modo nao uniforme. A distribui¢ao de renda
observada hoje é claramente desigual, e isso representa um fator critico na evoluc¢ao do
sucesso de um individuo. Individuos com mais capital possuem acesso a mais recursos e
oportunidades (educacao, tecnologia, etc.), o que os torna drasticamente mais propensos ao
sucesso se comparados aqueles que nao tém acesso a isso. No caso de um modelo com uma
distribuicao inicial ndo uniforme, os passeios realizados pelos agentes seriam os mesmos,

porém a posicao inicial de cada um no passeio seria diferente.

Essa ideia também traz uma sugestao: fazer com que a chance de se aproveitar
de um evento de sorte dependa do capital, ja que, como argumentado anteriormente,
individuos com maior quantidade de capital tém acesso a mais recursos. A implementacao
dessa ideia levaria a um efeito Matthew [10,/11] dentro do modelo, em que os ricos ficam

mais ricos e os pobres ficam mais pobres.

5.2.4 Resultados preliminares

Frutos deste trabalho ja estao comecando a se manifestar, na forma de um artigo
em colaboracao com Ricardo Simao, aluno de doutorado também sob orientacao de Lucas
Wardil. Nesse artigo, ¢ explicitado mais rigorosamente que o modelo TvL é equivalente
a um conjunto de passeios aleatérios independentes, com probabilidades de eventos de
sorte p, e de azar p, calculadas no limite de baixa densidade de eventos (regime em que a
superposicao de eventos é improvavel). Além disso, o artigo explora o fendmeno do talento

critico, que se torna mais explicito quando as probabilidades p, e p, sao diferentes.
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The role of luck on individual snecess ia bard to be investigated empirically. Simplified
mathematical modela are often used to shed light on the aubtle relations between success
and luck. Hecently, results based on a simple model called “Talent versus Luck”™ model
claimed that the moat auccessful individoal can be just an average talented individual
that is subjected to & very fortunate sequence of events. Here, we show that the original
TvL model is equivalent to an ensemble of random walks, We show that the original
conclugions are just the consequence of the normal distribution of talents, which creates
a large number of average talented individuals, and the low number of steps considered,
which allows the observation of large fluctuations. We also show that the results strongly
depend on the critical valoe of the talent. Lastly, we considered two variations of the
original model to better explore the role of talent in obtaining auceoss.

Keywords: sucoess; talent; ek random walke

1. Imtroduction

How important is Inck in achieving success? This question is at the core of the
meritocratic system. The role of talent is not under dispute, but the role of Inck
mnst be taken into account to have a proper evaluation of anyone’s snecess [1-3].
Mathematical models can highlight subtle relations between success and luck.
The need for mathematical models is more evident becanse probabilistic concepts
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