Capitulo 7

Trabalho e energia
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Trabalho

Na fisica, trabalho € um termo usado com significado distinto do entendido na
linguagem diaria.

Trabalho de uma forca constante em trajetoria reta (forca constante tem maodulo,
direcéo e sentido constantes, pois forca é vetor)

O trabalho realizado por uma forca constante F sobre uma particula enquanto
esta se desloca de uma quantidade d em linha reta é dado por

W =F.d=Fdcosé@

onde @ é o angulo entre os vetores F e d.

Exemplo: Uma pessoa caminha em um plano horizontal com velocidade
constante, carregando um corpo de peso P=mg.

Neste caso, o trabalho realizado pela pessoa é nulo, pois a forca F que ela

exerce sobre o corpo de massa m é perpendicular ao deslocamento d em cada
instante.



No Sl, a unidade de trabalho é o joule, simbolo J. Um joule é o trabalho
realizado por uma forca constante de um Newton quando desloca um corpo
uma distancia de um metro na sua direcéo e sentido. Portanto

1J=1INXm

Quando a particula se move sob a agéo de varias forgas F,, F,, F; etc., o
trabalho total, ou trabalho liquido, realizado sobre ela é a soma dos trabalhos
W, W,, W, etc., realizados por cada uma das forgas.

W

lig

=W, +W, +W, +...=(F,+F,+F,)d =F,.d=W,

O trabalho liquido é igual ao trabalho da forca resultante, Fg, que atua sobre a
particula.

Assim, o trabalho liquido sobre uma particula em MRU é nulo, poisa=0e
consequentemente F,=ma = 0.



Exemplo 7.1 — Um bloco de massa m desliza sobre uma rampa fazendo um
deslocamento d cuja componente vertical € h, como mostra a Figura abaixo. O

coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a rampa vale /.

a) Calcule o trabalho de cada uma das varias forgcas atuantes sobre o bloco
durante o deslizamento.

b) Calcule o trabalho liquido e verifigue que ele sera nulo quando o corpo descer
com velocidade constante.

Forcas que atuam no bloco:
peso (Mg), normal (N) e forca de atrito (F,).

W, =P.d = Pd cos(z/2 — 8) = mgd sen § = mgh
W, =N.d =Ndcos(z/2) =0
W, =f .d=f,dcosz =—uNd =—x mgcos(d)d

Wiq =W, +W +W,, =mgh -z mgcos(d)d (1)
Se o corpo descer com velocidade constante, a,=0
= mgsend—umgcosd=0 = mgsend=pmgcosd (2)
(2) em (1) e sabendo que h=dsenéd
W,,, = mgh—mgsen(@)d =mgh-mgh=0



Trabalho realizado por uma forca constante F em uma trajetéria curvilinea

Ar;

F

Sabemos calcular o trabalho de uma forca constante em linha reta.

Aproximamos ent&o a trajetoria curva por uma sequéncia de passos retilineos Ar;.

Cada deslocamento Ar; é igual a diferenca entre uma posicao r; e sua posi¢éo
anterior r; 4

Em cada passo retilineo, a forca realizara um trabalho dado por

AW, =F.Ar, = F.Ar,cosé, » SO contribui para o trabalho a componente do
! ! passo na direcdo da forca

O trabalho total & aproximado pela soma dos trabalhos AW, realizados:
W = Zi FAr = F.ZiAn =W =F.d =Fdcosé

O trabalho de uma forca constante nao depende da trajetéria da particula, mas
somente do deslocamento liquido da particula.



Exemplo — Um corpo de massa m desliza em uma montanha russa como
mostrado na Figura abaixo. Calcule o trabalho realizado sobre ele pela forca da
gravidade entre os pontos A e B de sua trajetoria.

Solucéao

W =P.d =mgd cosé

0="1q
2

=W =mgd cos(z/2+«) =-mgd sen &

=W =-mgh
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Outro jeito: |
J H d :
W =Pd =P.h =mghcosz =-mgh !
N
P




Trabalho realizado por uma forca variavel

e Movimento em 1 dimensao

Caso particular em que tanto a forca quanto
0 movimento tém a mesma direcéo e que F(x)
esta seja constante.

Ar, =Axi ,F=Fi

F(X) € mostrada na figura ao lado (linha azul).

Sabemos calcular o trabalho de uma forca
constante em trajetoria retilinea.

Ent&o, para cada deslocamento AX; da particula, consideraremos a forga como

constante igual a F;.

CAX;
.......................... m—
/ 5
///
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O trabalho realizado quando a particula se desloca de X; a X, & aproximadamente

W = Zi FAX, > Area sombreada na figura acima

No limite em que AX; tende a zero, a area sombreada cobre exatamente a regido

sob a curva F(X).



Neste limite, 0 somatorio exprime
exatamente o trabalho e se
transforma na integral:

F(x)

W = . F(x)dx W=Area
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Trabalho de uma forca variavel em 1D

Exemplo — a) Calcule o trabalho realizado pela forca descrita pela funcao
F(X)=ax?+bx*, sobre uma particula enguanto esta se desloca entre 0s pontos

X, € X,.

W= Foodx = [ @ +bx)dx =2 (¢ -x) 2 (6 - X))



Trabalho realizado por uma forca variavel

* Movimento em 3 dimensodes

Caso geral de uma forca variavel (em modulo, direcao, sentido) que atua sobre
uma particula.

Aproximamos a trajetoria da particula por
uma sequéncia de passos retilineos Ar;.

Mesmo que a forca nao seja constante, em
cada passo ela pode ser aproximada por
um vetor constante F;.

O trabalho realizado pela forca sera aproximadamente

W =) F.Ar

No limite de passos infinitesimais Ar; = dr e o resultado acima torna-se exato

W = A"mo(Zi F.AR) =W :j F.dr | —» Trabalho de uma forga variavel em
A ¢ uma trajetoria qualquer em 3D

C significa que os deslocamentos dr devem ser tomados sobre a curva C.



Quando varias forcas atuam sobre a particula, pode-se definir o trabalho liquido
sobre ela.

Wi, =2 W, => [ F.dr = [ 2 Fdr =] Fodr =W,

O trabalho liquido sera nulo quando Fg= 0 ou F for perpendicular & trajetéria da
particula em todos os pontos.

Exemplo — Uma pequena pedra é girada em um circulo sob a acdo de um fio que
a prende a um ponto fixo. Calcule o trabalho realizado pela tensao do fio sobre a
pedra em cada ciclo.

O trabalho € nulo porque a forca que o fio exerce sobre a pedra tem direcéo
radial e portanto € sempre perpendicular a direcdo de movimento da pedra.

Assim, Fr.dr é nulo em todos os pontos da trajetoria.



Exemplo — Considere uma nave de massa m que se move sob a acao de seu
sistema propulsor e da forca F de gravitacdo da Terra. A nave se encontra
inicialmente a distancia r, do centro da Terra e se move para outro ponto a
distancia r,. Calcule o trabalho feito pela forca da gravidade sobre a nave.

A forca da gravidade sobre a nave pode ser
expressa como (ver Cap. 12 — Gravitacao):

r
F = _GMT m 3

r
onde r € o vetor posicdo da nave em um sistema de
coordenadas com origem no centro da Terra, M, € a

massa da Terra e G é a constante universal de gravitacao.

A forca F é radial, aponta sempre para o centro da Terra e varia em modulo e
direcao.

O trabalho realizado sobre a nave por esta forca sera

W:LFW



O deslocamento dr ao longo da curva C
pode ser decomposto em um deslocamento
angular, dst (perpendicular a r), e um
deslocamento radial, drr (paralelo a r):

dr = drf + dst

Fazendo o tamanho dos passos tender a
zero, a soma dos deslocamentos

angulares e radiais tende para a curva C.

O trabalho realizado sobre a nave pela forca gravitacional sera:

)
W:jCF.dr =-GM,m[ —.dr =-GM mj —(drr+dst)
Mas rdst=0 e r.drf=rdr

r, rdr r, dr 1 1
=W =-GM,m| " —~ =-GM,;m| = =-GM;m| =—=
hr nr r n
O trabalho realizado pela forca gravitacional somente depende das distancias inicial
e final entre a nave e a Terra. A trajetéria da nave nao importa.



&l Terra

o

A Figura acima mostra a nave indo do ponto r, ao ponto I, por uma trajetoria
na qual fica evidente que o trabalho realizado pela Terra somente depende dos
valoresde ry e r,.

Primeiro, a nave faz todo o deslocamento angular, atingindo o ponto P. Neste
trajeto, nenhum trabalho é realizado.

Em seguida, a nave faz o deslocamento radial, indo de P (a distanciar,), até r,
(a distancia r,) do centro da Terra. Todo o trabalho sobre a nave é realizado
neste ultimo trajeto radial.



Energia cinética

m
O—*F O
V,=0 V= Vi

Uma forca constante F=FI atua sobre um objeto de massa m durante o tempo
necessario para leva-lo do repouso a velocidade V;= ViI.

Esta forca realizara um trabalho sobre o objeto dado por:

W = [ Fdx
Mas FR:ma:md—V Y,
dt .
Xy Xo X, Vo 1
=W, :j mﬂdx = md—V%dx = mvﬂdx =| "“mvdv =—m(v§—vf)
a X, dt x dx dt X, dx V1 2
1 5

V, =0, V, =V :>WIiOI =—mv — Trabalho realizado pela forca F
2

O corpo, agora em movimento, tem a capacidade de realizar um trabalho igual
ao que recebeu.



O objeto em movimento é freado por um dispositivo através de uma forca —F.

O objeto faz uma forca F sobre o dispositivo. Esta forca tem o mesmo sentido do
deslocamento.

=W, =Fd (1)

Mas v2 =v2-2ad = 0=Vv’-2ad :>d=\2/—; (2)
(2) em (1)

WF=F\2/—; :ma;/—; =%mv2

Assim, para parar, o objeto devera realizar um trabalho igual a (1/2)mv?2. Isto
representa a capacidade de realizar trabalho de um objeto em movimento e é
chamada de energia cinética do objeto.

Energia cinetica: | K = 1 mv?




Na discussao anterior vimos o principio de trabalho-energia:

Wi, = [, Fadx
F.=ma= m—t y
e
=W, = Xxfm(;—\t'dx - %%dx - :mv%dx — Vvlzmvdv =%m(V§—Vf)
=W, =K, —K
W, = AK

A variacao da energia cinética de um objeto é igual ao trabalho liquido realizado
sobre ele, quaisquer que sejam as forcas que atuem sobre o objeto.

A unidade de energia no Sl € a mesma de trabalho, o Joule (J).



Exemplo — Um carro, cuja massa vale 1200 kg, viaja inicialmente a 30 m/s em
pista plana, quando o motorista freia fortemente. A forca de atrito dos pneus com

0 piso vale 7200 N. Calcule o deslocamento d do carro durante a freada.

Ignorando a resisténcia do ar, o carro esta sujeito a 3 forcas, seu peso, a hormal
do chao e a forca de atrito dos pneus com o chéao.

A normal e o peso néo realizam trabalho neste caso, pois s&o perpendiculares
ao deslocamento.

O trabalho da forca de atrito durante a freada é dado por:

\Nfa:fa'd :_fad =W,

lig

W

liq — Kf _Ki
= —f.d =£mvﬁ —lmvi2
2 2

2

mv; 1200 kg x 30°m?® /s’
21, 2Xx 7200 N

Como V=0, d = —75m

d a v, assim se v;=40 m/s, o carro percorre 133 m!



Exemplo — Uma esfera de massa m desliza sem atrito sobre uma tobogé como
mostra a Figura abaixo. Ela parte do repouso de um ponto A (a uma altura h de
uma referéncia arbitraria) passa pelo ponto B de altura minima igual a zero e
comeca a subir. a) Determine a velocidade da esfera quando ela passa por B. b)
Determine a altura final onde a esfera ira parar. c) Calcule a velocidade da esfera
quando sua altura for igual a h/2.

a) Forcas que atuam na esfera:
peso (Mg) e normal (N).

Neste caso a normal € perpendicular ao
deslocamento em cada ponto, assim ela
nao realiza trabalho.

1 1

W K, -K :>ij dr = =mv2 —=mv>
— B~ “a A g _2 B 2 A

lig

V,=0 = jAB —mgj.(dxi + dyj + dzk) :%mvg = —mgjhh; dy = %mvé

= mg(h, —h;) :%mvi3 = mgh :%mvi3 =V, =+/2gh

b) O ponto de altura maxima teré velocidade nula e assim K. =0 e K;= K, = 0.
Ky —K,=-mg(h; —h,) =0=-mg(h; —h,) =h,=h,=h
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c) Obter V; quando h,=h/2
K¢ —Ky=-mg(h; —h,)
Mas K,=0eh,=h

h

K. =—mg(=-—
— Ry 9(2

—= Vi :\/ﬁ

Ha dois pontos de altura h/2 e em ambos a velocidade tem o mesmo valor.

1 h 1 1
h) = =-mv2 =mg(h-— “mv2 ==magh
) 2 f g( 2) :>2 Vf 2 g



Poténcia

Poténcia indica a taxa temporal de alguma troca de energia. A poténcia realizada
por uma forca e dada por

p_ AW
dt
Como dW = F.dr,
P:F'—dr:F.E =IP=FV
dt dt

Considerando a poténcia realizada pela resultante F das varias for¢as que atuam
sobre uma particula de massa m, pela 22 lei de Newton:

dv dv
Fr=M— = P=m—.
. it = md vV (1)
Mas _mi( ):im(d—v.v+v.d—vj :md—v. (2)
2 dt 2 dt dt dt
d dK
2)em (1): P==m—(v.v) =—(Emv?) =[P=—1"
(2) em (1) dt( ) d( vY) = dt

No Sl a unidade de poténcia é o Watt, W=J/s.



Forcas conservativas

O trabalho feito por uma forca constante ou por uma forca gravitacional sobre
uma particula, quando ela se desloca entre dois pontos, ndo depende da
trajetoria da particula, mas somente dos pontos inicial e final.

Assim, para estas forcas, o trabalho em um circuito fechado é nulo, pois os
pontos inicial e final coincidem.

Uma forca F que realiza um trabalho nulo em qualquer circuito fechado é
chamada forca conservativa.

2 1 2 1
C 2 jF.dr+jF.dr=O :>jF.dr=—jF.dr
y C C, C, C,
1 2 1 2
2 2
1 C _— jF.dr — j F.dr 9(_) trat_)alho de ir de 1 para 2 independe da
2 Ci ' C. trajetoria

Uma forca constante (em modulo, direcao e sentido) e a forca gravitacional sao
exemplos de forcas conservativas.

A forca de atrito ndo é conservativa, pois o trabalho realizado por ela depende
da distancia total percorrida pela particula, que ndo € nula em um circuito
fechado.



Energia potencial

O fato do trabalho de uma forca conservativa nao variar com a trajetoria permite
definir uma funcao, univoca dos pontos r do espaco, associada com a forca F,
chamada de energia potencial.

A energia potencial U(r) de uma particula no ponto r, sujeita a uma forca
conservativa F, é o trabalho realizado por esta forca quando a particula se desloca
do ponto I até o ponto de referéncia P:

u(r) zerF.dr

O valor de U(r) depende do ponto de referéncia escolhido, mas a variagéo da
energia potencial entre dois pontos € independente da escolha da referéncia:

U,-U, =LP F.dr—jlp F.dr =LP F.dr+j; F.dr =_[;F.dr =W,, =-W

1,2

De uma maneira geral, a energia potencial significa potencial para realizar trabalho.

Se uma particula tiver uma energial potencial U(r) em relacdo ao ponto de referéncia
P, é possivel fazé-lo retornar de r a P num processo no qual ele realiza um trabalho
U(r). Assim, energia potencial € uma espécie de trabalho disponivel.



Exemplo — Energia potencial de um corpo sob gravidade uniforme
Calcule a energia potencial, em relacéo ao solo, de um particula de massa m na
proximidade da superficie da Terra.

O solo é o ponto de referéncia:

gl "F.dr = [ —mgj.(dxi + dyj + dzk d

N - szhF. r:jh—mgj.( Xi +dyj+dz ):—mgjh y
= U =mgh

0 solo

Exemplo — Energia potencial de um corpo sob gravidade n&o uniforme
Calcule a energia potencial, em relacao ao infinito, de um particula de massa m
sujeita a acao da gravidade da Terra.

U= Fadr =jrw(—GMm)r—:.dr :—GMmJ':O% =—GMm(_—1jw

r
—GMm
r

r

=U(r) =
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Exemplo — Energia potencial de uma mola

Calcule a energia potencial de uma mola em funcao de sua variacéo de
comprimento.

0 A forca exercida por uma mola se opde a sua
F/m—D compressao ou distensao. Trata-se de uma
5 forca restauradora, que tende a restaurar a
i posicdo de equilibrio (x=0, L=L,) da mola:

F

: onde k é a constante elastica da mola.
&=

A energia potencial em relacdo a posicao de equilibrio (x=0) sera:

U(x)zij(x)dx:jf—kxdx = [ uelx =%kx2

1 . : :
U(x)= Ekx2 > (0, tanto para a mola comprimida quanto distendida



Queda livre

Supondo gue o objeto inicia sua queda em t = 0, partindo do repouso e de uma
altura h. Sua velocidade V e altura y em um instante t qualquer serdo

v=—gt t=—" (1)

g mgh E=Ul(r) + K(1) ‘
y — E g - U(d) x
2 2 \.\ z.-’
(1) em (2): y:h—igv—zjy:h—lv— (3) ! \
2° g 29 Z
T K /
Mutiplicando (3) por mg:
1 2 F K@)
mgy(t) = mgh - > mlv(t)] 1
0 m
= mgh = mgy(t) +%m[v(t)]2 fempo 2

A equacéo acima pode ser escrita como mgh=U(t)+K(t)

Ou seja, a soma das energias potencial e cinética permanece constante e igual a
mgh durante a queda.

A energia potencial inicial do corpo é gradativamente convertida em energia
cinética na queda.
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Conservacéo da energia mecanica

Vamos considerar uma particula de massa m, movendo-se do ponto 1 ao ponto 2
sob a agéo da forca resultante F.

Pelo principio trabalho-energia:
K, -K, :Wl,Z

Se a forga resultante for decomposta em partes conservativa e nao conservativa
teremos:

K, —K,=W_,, +W

c.1,2 nc.l1,2
P P 2
Mas U, -U, :L F.dr—_[2 F.dr :L Fdr =W,
— Kz - Kl :Ul _Uz +Wnc.l,2 — Kz "'Uz — Kl +U1 +Wnc.1,2

Definindo energia mecanica E = K + U, a equacao acima torna-se

Ez = El +Wnc.1,2

A energia mecanica final € igual a energia mecanica inicial mais o trabalho das
forcas nao conservativas.



Se o sistema estiver sujeito apenas a forcas conservativas, teremos:
K, +U, =K, +U,

ou seja, E,=E, e aenergia mécanica do sistema se conserva.

Lei de conservacao da energia mecanica: quando uma particula se movimenta
sob o efeito de forcas conservativas, sua energia mecanica permanece constante.



Um exemplo de forgca ndo conservativa é a forca de atrito cinético.

O trabalho realizado pela forgca de atrito f, quando um objeto tem um deslocamento
infinitesimal dr é

dw,, =f .dr
A forca de atrito cinético € sempre oposta ao deslocamento
= dW,, =—-f.dr

O trabalho realizado em um circuito fechado é portanto a soma de trabalhos
negativos e ndo tem como ser nulo. Assim, a forca de atrito cinético € nao
conservativa.

O trabalho da forca de atrito cinético € negativo, assim esta forca diminui a
energia mecanica do objeto sobre o qual ela atua. Ou seja, a forca de atrito
cinético é dissipativa.

No contexto da mecanica, o atrito € a Unica for¢ca ndo conservativa.



Exemplo 7.17 — Um bloco de massa igual a 2,0 kg, movendo-se inicialmente a
velocidade v, = 4,0 m/s, é freado por uma mola cuja constante elastica vale 800
N/m. Calcule a) a compressdo maxima X,, da mola; b) a velocidade do bloco
quando a compressdo da mola é X/2.

~ 0000004~
e
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1
a) Iniciaimente U=0e E=K.. = E =K;= Emvg

1
Quando a compressdo é maxima, V=0eK=0 =E; =U = Eeri

Como s6 atuam no sistema forgas conservativas, E;=E;.
1 1 m

= Zmvi ==k =X, =,|—Vv, = 020m
2 2 K

b) Quando x=x./2, E=K+U. Como a energia mecéanica se conserva, E=E;.

2 2
vtk X :Emvg :>mv2:mv§—kx—m
2 2 4

1

Mas Eerf]:—mvo :mvzzmvé—imvé :v2:§vg:v:v0ﬁ= 3,5 m/s
2 2 4 4 4



Exemplo 7.18 — Um trenzinho de montanha russa passa no ponto de maxima
altura h com a velocidade V,. Qual & a sua velocidade quando descer para a altura
h/2 ?

Desprezando a forca de atrito, que ndo € conservativa, atuam sobre o trenzinho
a normal exercida pelo trilho e 0 peso.

A normal é perpendicular ao deslocamento em cada ponto, entdo seu trabalho e
nulo.

Na auséncia de forca de atrito, a energia mecanica do sistema sera conservada.

1 1 h
Emv§+mgh:§mv2+mgE =V =vg+gh = v=,/vi+gh



Exemplo — O bloco da Figura abaixo cai a partir do repouso sobre a plataforma.
Calcule a compressédo maxima X, atingida pela mola.
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Como X

[ mil

A

X

Max

2
_2mgh_ jxmaxzmgiJ(mgj . mgh

Escolhemos a posicéao inicial da plataforma como
referéncia para a energia potencial gravitacional.

E. =mgh

Na compressdo maxima, v = 0:

max

L2
E, =—kx_, —mgx..
2
A energia mecanica se conserva, E;=E::

mgh = % kx?  —mgXx (x 2/K)

max

K K K

2
. . mg mg mgh
X =—+,|| —| +——



Lei da conservacao da energia

A conservacao da energia mecanica vale quando apenas forcas conservativas
atuam em um sistema.

Quando existe atrito cinético, parte da energia mecanica é dissipada. O trabalho
da forca de atrito gera calor, que € energia térmica.

Portanto, a soma das energias mecanica e térmica do sistema se conserva no
processo.

Energia € uma grandeza que pode se manifestar de formas muito diversas:
energia cinética e energia potencial, que juntas compdem a energia mecanica,
energia térmica, energia quimica, energia eletromagnética, etc.

Processos diversos podem destruir energia de uma forma e recria-la de outra, ou
seja, transformar energia de uma forma em outra.

Um corpo quente pode perder energia térmica emitindo radiac&o eletromagnética,
qgue contém energia.

No processo de fotossintese, as plantas absorvem luz do Sol e convertem sua
energia em energia quimica.



Com o advento da teoria da relatividade Einstein descobriu uma nova forma de
transformacao de energia: a massa de repouso m, de um corpo € equivalente a
uma energia dada por

E, = m,c’

onde C é a velocidade da luz. Desta forma define-se a energia relativistica de uma
particula como sendo sua energia cinética mais a energia devido a sua massa de
repouso.

A investigacao empirica de todas as formas de conversao de energia ja
reconhecidas levou a um dos principios mais fundamentais da Natureza, a lei da
conservacao da energia.

Toda perda de alguma forma de energia € compensada pelo aparecimento do
mesmo valor de energia, em outra forma.

A energia pode aparecer em diversas formas, mas sua quantidade nunca se
altera em um sistema isolado. A energia total do Universo se conserva, o
mesmo ocorrendo em gualquer sistema isolado.

Sistema isolado é aquele livre de qualquer interacao dinamica com seu
ambiente; nao realiza trabalho sobre qualguer sistema, nao troca calor com seu
exterior, ndo emite nem absorve radiacao eletromagnética ou outras formas de
radiacao.



Exemplo — O atomo de hidrogénio consiste em um proton e um elétron ligados
devido a forca elétrica entre eles. Para ionizar o atomo de hidrogénio,
transformando-o em um proton e um elétron separados, € necessario que lhe
fornecamos uma quantidade de energia igual a 13,6 eV. Qual € a diferenca entre a
massa do atomo de hidrogénio e a soma das massas do proton e do elétron?

E,+13,6eV=E +E,
= m,c®+13,6eV =mc*+m,c’

13,6eV

CZ

Usando-se ¢ =299 792458 m/se 1eV =1,602 176 53 x 10-1°® J obtém-se

= Am=(m +m,)—-my, =

Am = 2,42x10" kg



Calculo da forca a partir do potencial

Vamos considerar inicialmente uma particula que se move na direcao X.

Sua energia potencial € uma funcéo da posicao:
P X
U (x) =j F(x')dx' = —jp F(x)dx' (1)

onde P é o ponto de referéncia utilizado no célculo de U.

Derivando a equacao (1) em relacao a X obtém-se:

dU
F(x)=———
(x) dx

O escolha do ponto P de referéncia ndo afeta o valor da forca calculada, pois

escolher um ponto diferente ird apenas adicionar uma constante a U(X) e isto
nao afeta sua derivada.



Caso geral, movimento em trés dimensoes.

U(r) = —jp F(r').dr

Neste caso dU =-F.dr =—(Fi+F j+ FKk).(dxi +dyj+dzk)
= dU =-Fdx-Fdy-F,dz

Assim

-_ U . _ U W

oox Y eyt @




Exemplo — Um atomo dentro de um cristal esta sujeito a um potencial da forma
1
U(r) = E(ax2 +by? +cz%)

onde a, b e ¢ sdo constantes caracteristicas do cristal e X, Y, z, sdo as
componentes do deslocamento do atomo em relacéo a sua posicao de equilibrio.
Calcule a forca atuante sobre o atomo.

ouU Representacao do atomo em 2D
F,=——=-ax
OX
ouU
F,=———=-b
oy ;
oU
F,=———=-CZ £
0z &
E
=

= F =—axi—byj—czk

As forcas atuantes sobre o atomo equivalem ao efeito de molas com constantes
elasticas a, b, ¢ nas direcdes X, Y, Z.



Forcas conservativas em uma dimensao

Vamos considerar uma particula que se move ao longo do eixo X sujeita a uma
forca F.

Se a forca for funcdo da posicdo, F=F(X), ela sera conservativa.

Consideremos um trajeto em circuito fechado da particula em que ela sai do
ponto X,, vai até o ponto X; e retorna entao a X.

W= ["Fgdx+ [ Fx)dx = Fgdx—[ " F(x)dx =0

Ao analisar a energia potencial de uma mola, ja haviamos admitido sem prova
gue a forca de uma mola tencionada é conservativa.



Aspectos gerais do movimento 1D de uma particula sob forca conservativa

A figura abaixo mostra a variacdo do potencial de uma particula.

U(x)
F(X) <0 e a particula vai

para a esquerda
(dU/dx <0

F(x) > 0 e a particula vai

para a direita

dU/dx >0 F(x) <0 e a particula vai
para a esquerda

dU/dx >0

X, X3 >'<4 Xe X
E(x) — dU Logo os pontos de equlibrio da particula, onde F(x)= 0,
(X) = _E correspondem a pontos de maximo e minimo da funcédo U(X).

Em Xy, X3, X, € X5 a particula pode permanecer em repouso.

Em X, e X,, se a particula sofrer um pequeno deslocamento, ira se afastar dali com
aceleracdo crescente. Estes sao pontos de equilibrio instavel.

Em X; e X;, a particula fica sujeita a uma forca restauradora para o ponto de
equilibrio. Estes sédo pontos de equilibrio estavel.

Proxima de um ponto de equilibrio estavel a particula tem comportamento oscilatorio.



Vamos supor que a particula sujeita ao potencial da figura abaixo tenha energia
mecanica E=K(X)+U(x).

U(x)

Se inicialmente a particula estava no intervalo X, < X=X; ,seu movimento ficara
restrito a este dominio.

Se a particula estiver indo para a direita, no ponto X5, V=0 e K =0, pois E=U.

Em X, dU/dx > 0, entdo F < 0, apontando para a esquerda. A particula inverte o
sentido de seu movimento. Argumentos analogos aplicam-se para X,.

X, € Xg S&0 chamados pontos de retorno da particula.



Exemplo — Uma particula esta sujeita a uma forca F(x) que lhe confere um
potencial U(x)=ax*-bx3+cx? onde a=24 J/m*, b=32 J/m3 e ¢c=9 J/m?,

a) Determine a forca F(X). b) Encontre os pontos de equilibrio e analise para cada
um se o equilibrio é estavel ou instavel. c) Supondo que a particula tenha uma

energia mecanica total igual a -0,5 J analise a regidao em que ela pode ser
encontrada.

a) F(x)= _du_ —(4ax’ —3bx* + 2¢cx) = —(96i4x3 —96i3x2 +18i2 X)
dx m m m
b) Os pontos de equilibrio sdo aqueles onde F(x)=0
= F(x) = —(%L4 X —%L3 X +18i2 X)=0 = —x(96i4 X —96isx +18i2) =0
m m m m m m

Raizes: X;=0, X,=0,25 m, X3=0,75m

Para analisarmos a natureza de cada ponto equilibrio é necessario ter os valores da
derivada segunda U’’(X) em cada um dos pontos de equilibrio.

U "(x) = 288i4 X —192isx +18i2
m m m
Assim, X; € X; sao pontos
, U'(x;) =36—, de equilibrio estavel e X, de

U () =18—2, U "(x,) =—12—
m equilibrio instavel

m2



c) Supondo que a particula tenha uma energia mecanica total igual a -0,5 J analise
a regiao em gque ela pode ser encontrada.

A particula s6 pode estar em regides onde U <E,ousejalU <-0.51]

Vamos entao calcular os valores de energia potencial que ela teria nos varios
pontos de equilibrio:

U(x)=01J, U(x,)=0,156 J, U(x,)=-0,844J

Como U(x,) >-0,5J e U(x,) > -0,5 J, a particula ndo pode estar nas proximidades
de X; e X,.

Mas U(x;) < -0,5 J, entdo a particula pode ser encontrada nas proximidades de X,.

Em X, a particula tera energia cinética K=E - U =-0,5J - (-0,844 J) = 0,344 J

Ao se mover para valores acima e abaixo de X;, ela atingira dois pontos, um de
cada lado, onde U= -0,5 J e consequentemente K=0. Estes serdo os pontos de
retorno da particula para E =-0,5 J.



Energia e massa relativisticas

Einstein mostrou que a massa de repouso m, de um corpo € equivalente a uma
energia E, dada por

_ 2
E, =m,C
onde c é a velocidade da luz.

Se de alguma forma a particula de massa de repouso m, for aniquilada, a
energia gerada no processo de aniquilagdo é E,.

Define-se entdo a energia relativistica (E) de uma particula como a soma de sua
energia cinética (K) e a energia devido a sua massa de repouso (E):

E=K+E,

Quando uma particula de massa de repouso m, se move com velocidade V, sua
massa adquire o valor




A energia relativistica total desta particula é E= mc? = K+E,,.

2
m.c
—E=mc*=—-2_

O acréscimo de energia devido ao movimento da particula € sua energia cinética.
Assim a expressao para a energia cinética relativistica sera

2
K=E-E =10 _mq¢?
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