Capitulo 4

Vetores
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Grandezas escalares: massa, volume, temperatura, ...

Expressas por um numero e unidade

Grandezas vetoriais: deslocamento, forca, ...

Requerem modulo, direcao, sentido e unidade



Vetor deslocamento do ponto P ao ponto Q: @ ou a
a
\
Q

Modulo do vetor a : |a| ou a

// Todas as setas representam o mesmo vetor

@ Vetor saindo da tela

&)  Vetor entrando na tela



Operacdo com vetores — metodo geometrico

Multiplicacdo de um vetor por um numero

Sendo A um namero real, Aa tem, por definicao, a direcédo de a

A < 0, Aa tem sentido oposto de a \
A >0, Aa tem mesmo sentido de a \

= 0,5a
|[Aa] = |4] a —~2°2



E (til separar o médulo de um vetor de sua direc¢éo e sentido. Para isto
define-se a direcao e sentido por

a

a

a

O vetor a é denominado vetor unitario, pois possui médulo igual a 1

3-m.2
a a

O vetor a pode ser reescrito na forma

a=aa

Exemplos de vetores e seus unitarios
\
|

M4



Soma de vetores

Define-se c comoasomadeacomb: c=a+b

C

\ f

A soma de vetores é comutativa: a+b=Db+a

Logo




A soma de vetores é associativa: (a+b)+c=a+(b+c)=e

O vetor que representa a soma de dois ou mais vetores € chamado de
vetor resultante



Subtracao de vetores

Por definicdio a—b=a+ (-b)

Logo h Entao




Representacao analitica de vetores

Representacéo cartesiana

2D : vetores unitarios i e j alinhados com os eixos Xey J

\ 4

O vetor a pode ser escrito como

a=a,l+a ] |,onde a,1 ea, ] sdo as proje¢cdes do vetor a nos eixos X e y

y y

Pelo teorema de Pitagoras a = \/axz + ay2



Exemplo 4.1 - Escreva a expressao analitica do vetor a mostrado na Figura

abaixo e calcule seu modulo.

N

Portanto
a:4f+3j

a=\4°+3° =5



Multiplicar um vetor por um namero A equivale a multiplicar suas
componentes por A

Aa=(1a,)i+(41a,)]
Somar dois vetores equivale a somar suas componentes em cada direcao

N
-

a:axf+ay] e b:bxf+byj
a+b=(a,+b,)i+(a,+b,)j

c=a+b
c, =a, +Db,
C, =4, +by




3D: vetores unitarios (i, j,k) alinhados com os eixos X,y e z

Z a=a,l+a,j+a,k

2 2 2
a= \/ax +a,” +a,
Aa = Aa,l+4a, ]+ 4a,k

a+b=(a, +b)i+(a, +b,)j+(a,+b,)k




Produto escalar de vetores

Define-se o produto escalar dos vetores a e b, designado pelo simbolo a.b,
por

a-b=abcoséd

onde & é o angulo formado pelos dois vetores.

Este produto € uma grandeza escalar.

Ele € igual ao produto do médulo de um dos vetores pela projecao do outro
sobre ele.



Usando a definicdo de produto escalar: a.b =ab cosé

a-a=a’

a.b=0 sea e b sdo ortogonais, ou a=0, ou b=0.

ii=jj=k-k=1

Se A e m sao dois escalares

(4a)-(nb) = An a-b

O produto escalar € distributivo

a-(b+c)=a-b+a-c



Expressando os vetores a e b em termos de suas componentes cartesianas
e utilizando as propriedades anteriores

a.b=(ai+aj+ak)-(bi+b j+bk)

ab=abi-i+abi-j+abi-k+abji+abj-j
+a,b,j-k+abk-i+abk-j+abk-k.

Logo|a-b=ab, +a b, +a,b,

Lembramos que | a.b = ab cosé

a,b +ab, +a,b,
ab

Logo abcosé=ahb, +ab +ab, = cosd=

!

util para determinar o angulo entre dois vetores



Exemplo - Calcule o angulo entre as diagonais de um cubo.

Solucédo — A Figura abaixo mostra os vetores a e b cujas flechas coincidem
com duas diagonais de um cubo. Da figura, obtemos

| a=I(i+j+k), b=I@i+]j-k).

cosé = ﬂ, @ = arccos (HJ
ab ab

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, a=b=IV1+1+1=+/3I

| a-b=1°(1+1-1) =1°

2
6 = arccos |—2 = arccos 1 =70,5°
3l 3



Produto vetorial de vetores

O produto vetorial dos vetores a e b é designado pelo simbolo ax b

Em 3D, dois vetores quaisquer a e b definem uma direcao Unica, a direcédo
perpendicular a ambos, se eles n&o forem paralelos.

Convenciona-se o sentido de ¢ = a x b arbitrariamente pela regra da méao direita.



Se a e b forem paralelos nédo é possivel definir uma direcéo a partir deles.

Isto é resolvido se 0 modulo de ¢ for definido por

c =absend

onde #é o anguloentreaeb

Sed=0o0uf=m,tem-seCc=0

No produto vetorial, a ordem dos fatores altera o produto.
O produto vetorial € anticomutativo.

axb=-bxa ax b .



Os eixos cartesianos foram escolhidos de modo que i x j = k

Qualquer permutacéo ciclica dos trés vetores preserva o triedro direito:
kxi=] e jxk=i

Poroutrolado jxi1=-K, Ixk=-] e kKx]J=-I

O produto vetorial € distributivo

ax(b+c)=axb+axc



Forma analitica do produto vetorial 1

axb=(a0+a,J+a,k)x(bid+b,j+b,k)

=a,b Ixj+ab,ixk+ab,jxi Tk

+ayb, Jxk+a,b,kxi+a,b kx] i

Logo
axb=1i(ab,—ab,)+j(ab,—ab,)+k(ab,—ab)

A equacao anterior pode ser reescrita na forma de um determinante

I ] K
axb=la, a, a,
b, b, b

O produto vetorial so é definido em um espaco de trés dimensodes.

v



Exemplo - Calcule o produto dos vetores U e V mostrados na Figura abaixo

Solucéo - Pela regra da méo direita, conclui-se que u x v é paralelo ao unitario k.

Logo
UxV=uvsené@dk

onde @ é o angulo entreu eV
O=r12 e u=v =~/I?+1> =21

Portanto u><v:2I2k



Produto misto de vetores

O produto misto de vetores €& definido por

a-(bxc)=a,(bxc), +a,(bxc), +a,(bxc),

Ele pode ser escrito como

a, a, a,
a-(bxc)=|b, b, b,
¢, C, C,

Um determinante é invariante a permutacoes ciclicas de suas linhas. Logo

a-(bxc)=c-(axb)=b-(cxa)

Por outro lado, como bxc=-cxb concluimos que

a-(bxc)=-a-(cxh)



Carater tensorial das grandezas fisicas

As leis fisicas sao expressas na forma de equacoes matematicas envolvendo
grandezas fisicas.

Estas leis ndo discriminam direcdes distintas do espaco.

Ao girarmos o0 aparato de uma experiéncia, as grandezas nela envolvidas
podem ser afetadas por tal operacao.

Escalares sao invariantes mediante uma rotacao. Vetores mudam mediante
uma rotacao.

Para que as equacdes que expressam as leis fisicas sejam invariantes
mediante uma reorientacao no espaco, as grandezas fisicas tém que se
transformar de maneira muito especifica quando giradas no espaco.



Tais grandezas sao chamadas de

Escalares e vetores séo tipos de tensores. Escalar € um tensor de ordem
zero e vetor € um tensor de ordem um.

Para que uma equacao fique invariante mediante uma rotacao, ela tem que
ser da forma:

escalar A = escalar B
vetor A = vetor B
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