Capitulo 10

Rotacoes




Graus de Liberdade

Uma particula: s Duas particulas:

3 graus de

%, y.2) = liberdade

(X7, V15 Z15 X35 Vs Z))

—, 6 graus de
v liberdade

»
»

v

N particulas = 3N graus de liberdades
U

Dependendo do valor de N o estudo dos movimentos fica impraticavel,
mesmo com os melhores computadores

3 graus de
, liberdade
VINCULOS diminuem EXEMPLO: U
os graus de liberdades
do sistema Distancia r, a um , '
ponto fixo, constante T~ 2 graus de

liberdade



Corpo rigido tem distancia fixa entre A
suas particulas.

\

\ -
\
\

Translacao de um corpo rigido:
\

" S o
’ \

/ N o B

. -

\\ ”

todos os pontos se movem paralelamente \ B AN v

‘\ 4 ‘e IR

\ ~ -
\\ ’/

Movimento do corpo rigido =

translacao que leva um ponto A do corpo

e . . + movimentos em torno de A
de uma posicao inicial a outra final

U U
translacao - 3 graus de liberdade + rotacao - 3 graus de liberdade
U U
coordenadas de A coordenadas de qualquer outro

ponto em relacao ao A

PORTANTO: Movimento de ROTACAO de um corpo rigido é aquele
que deixa pelo menos UM PONTO fixo




Rotacdo em torno de um eixo fixo CONVENGAOQ: regra da mao direita

Se em vez de um ponto fixo houver u ll{l

um eixo fixo (infinitos pontos fixos)

J

1 grau de liberdade = angulo de
rotagdo ¢ em torno do eixo

Qual o sentido positivo de
rotacdo A¢ em torno do eixo

Ag>0 27

Pode-se considerar que em uma rotacao
com APENAS um ponto fixo sempre

havera um EIXO INSTANTANEO cuja =
direcao varia com o tempo

U

Um deslocamento angular infinitesimal, d¢ e u(t) talque d% = ﬁd¢
e definido entao por




Deslocamento angular infinitesimal é definido por d¢@ e ii(¢)

Deslocamento angular € vetor? Obedece algebra vetorial?

Soma pela regra do paralelogramo ? E comutativo? Aél + Aéz = Aéz + Aél ?

Verificagao: seja um deslocamento A@em torno de um eixo n dado por R (A6)

5 Z
Apliguemos estes deslocamentos sobre o objeto O = 4:::Z1E[ﬁ:?3??'2 Eixos:
s
x/

5 ;

R,(n/2) O 34 1| R (n/2) {R,(n/2) } O 5 4 6 Resultados

6 -3 diferentes

R(m2)0= |5 4°2/6| Rym2){R(x/2)}0= |35 |1

Deslocamentos angulares ndo obedecem a algebra vetorial



Salvo pelos infinitésimos

dVv
Como encontrar as grandezas analogas a V,— etc., sem vetores?

Os deslocamentos INFINITESIMAIS sao vetoriais !!!

u(t) Corpo rigido com rotagio. Ponto fixo O. Eixo instantaneo #(¢)

T A Ponto na posicaor se move atér’=r +dr

dr=rsenfdg Sugere um produto velorial entre r e do
U sendo dr antihorario sobre o circulo

dr=doxr=doiu(t)xr =71 =r+deu(t)xr

Dois deslocamentos consecutivos: dg,, i, = r' =r+de u, xXr

dp,,uy =r"=r'"+dp, i, xr’
r"=r+dou xr+de,u, xr

este termo é deprezivel se 1 f
comparado com 0s outros

r’ =r+(a’fp1 i, +dep, i, )xr
d COMUTAM !l




Velocidade e acelaracao angulares
Deslocamentos angulares INFINITESIMAIS somam-se como vetores
dou, +de, i, =dpu = dp =dou, dp,=dp,u, dp=dou

S ﬁuz =% = ou, +oi, = ou

dt dt dt
Velocidades angulares somam-se como vetores

dr =doxr :>dr:dq)><r:> V=mXr
dt dt

V = wr sen @ = Objeto planar: movimento circular = V = @r

Aceleracao angular:

. do do . du
O=wvu — 0o = = U+ o—
dt dt dt
. e du dw
Se o eixo de rotagdo é fixo: = —=0=>a = a|=

dt dr



EXEMPLO Esfera de raio R sustentada por 6 esferas menores de raios R/4

z: 3 das esferas menores, A, B e C, possuem eixos que permitem
imprimir rotagcbes em trés direcdes ortogonais entre si.

Nao ha deslizamento

w, =—120rad/s; @, =160rad/s; . =-480rad/s

B Encontrar o vetor velocidade angular €2 da esfera maior.

As esferas pequenas transmitem a grande velocidades tangenciais iguais as
suas, mas de sinais contrarios

fz\g: (D + @y + @Cﬁ\m = Q=—(0, +o,]+0.k)/ 4

Q=300 =40 +120kyrad/s = 2 =|3|=10/9+16+144 rad/s=130rad/s

DIRECAO (ver figura) Angulo entre Qe o eixo zz Q2 -k = 2-cosd

cosd :@ =0,923 = 6=22,6°
130



Trabalho no deslocamento angular - definicao de torque

Forcaem P
P se desloca de dr

U

Trabalho de F: dW :@

Deslocamento translacional

AW =doyr 'F oK x P )

Deslocamento rotacional J

rxK analogo de F

U
TORQUE=t=rxF

dW de-rxF
dt dt

POTENCIAde F: P= 0T

TRANSLACAO | ROTACAO
dr do
dr = do xr
\Y ®
V=@ XI
a = dv/dt a=do/dt
K T=rxF
p ?
2a.Lei Newton ?
F = dp/dt
2a.Lei Newton ?
F=ma
m ?
1 ?
K=—Smv.2
2 I L 1




\ F

_ 0 F . 6 |

TORQUE=t=rxF /» 3‘_\/'
MODULO: 7=rFsend =r(Fsent) =F (rsend) - -

U U rl rl\‘\\ ;

3

rky
ﬁ ‘O O

BRACO DE ALAVANCA = Distancia da origem O a reta suporte da forca

ry

SINAL do torque: ® entrando no plano de escrita

U
o torque atua para girar o corpo no sentido horario | D
TORQUE RESULTANTE: T=r xF +r,xF, +r,xF, +r,xF, R )

® ® nulo O 1'1 2 2//‘

T

S6 somam-se os torques de FORCAS EXTERNAS? E as internas? O 4

Forcas internas aparecem aos pares, obedecendo a 3a. Lei de Newton
U
Soma dos torques de todas as forcas internas = ZERO paralelos

UM PAR: ri><Fij+rj><Fji =r xF.—r xF. = (r.—r.)xF..: r.xF. =0
t 1



. O
EXEMPLO: | Sobre cada esfera i atua uma forga F, dada por:

F=—Fi F,=F'k F=F'(i-j) F, =Fi

a) Calcule os torques de cada forca e o torque resultante

ko—> sobre o corpo, com relacao ao seu ponto central E.
1

1) r —r xF l@x —Fi xi=1F g
=g D=k
_ !l‘i‘” "N — ’;.l _
)r2 r2><F2 lﬁXFk ZF\/E 3) ;= r3><F3 =0
=1, xF, =" dxpi=lEF g Torque _ i
DY =R esitante TE=T T T3 =VUFKAE NA

b) Se houver uma velocidade angular @, no sentido anti-horario, em torno de
um eixo que passa por E, 1 ao plano da figura, qual € a poténcia realizada
sobre o corpo e quais sao as forgcas que contribuem para esta poténcia.

Poténcia = produto escalar entre torque e velocidade angular o=wk

LIFkHF'E | ok =2IFw

V2

Para este resultado s6 contribuiram as forgas que atuam nas esferas 1 e 4, cujos
torques possuem uma componente paralela a .

P=TE-a)k=




Dois teoremas muito uteis:

1) Se a soma total das forcas externas que atuam sobre um corpo € nula, o torque
resultante nao depende da origem em relagao a qual € calculado.

Fl F3 TZZI‘ xF. F1 F3
1,ext r '/v'
F2 K > 2 1 “‘ ' r3
< \\‘ f r3 Z F ext < \\ //’rz N
o , et :
rl‘\ L O L,
N Mudando a origem para O’ o
\\:',’ 4 O
O F r '=l’  § v F4




Dois teoremas muito uteis:

2) O torque total sobre um corpo de massa M realizado pelo seu peso pode ser
calculado supondo-se que todo o peso é aplicado no centro de massa do corpo.

%T T ] e <

T Tg =r,,,xMg| Como se todo o peso estivesse no

I, centro de massa.
O Valido também para um corpo continuo.
Basta usar a integral de dm no lugar do somatério.
EXEMPLO: Escada de Forcas : peso, normal N, normal N, e forca de
M comprimento L. atrito F,. Nao ha atrito entre a escada e a parede.
A escada nao esta em movimento resultante das forcas =0. Torque = 7?

O peso da escada sera considerado no seu centro de massa.

Resultante das forgcas =0 = N=mg , Nh =F,
Em relagao ao ponto O: T:mgésené’—FaLcose



Definicao de Momento angular

F=P
dt
T=rxF X =d(r><p)—v v
4 dt
Momento _d Momento
linear T_ an9U|Aa)
L=rxp
2a.Lei de Newton 77
para rotacoes TZE

Torque de varias forgas e momento
angular de varias particulas:

d _ _
—a — [T)= T=Yyt. L=yy¢,
dt 7 i

TRANSLACAO | ROTACAO
dr do
dr =dg xr
\ Y4 )
V=0 Xr
a = dv/dt o=do/dt
F T=r X F
2a.Lei Newton r—ﬂ
F = dp/dt dt
2a.Lei Newton ?
F=ma
m ?
1 ?
K=—Ymv.2
27 L 1




EXEMPLO 1:

@ o
Carro: massa = 1000 kg, velocidade = 30 m/s. m b
{ em relagao aos pontosAe B =7 I5m
Se carro = particula : A
_ Ns2 m_ 571. (=0
EA—ISmXIOOOmx3OS—4,5><10 J-s B

Um corpo em movimento retilineo tem momento angular em relagao a
um ponto fora da trajetoria.

EXEMPLO 2: Fio se desenrola (tensdo nula) e roldana sem massa e sem atrito

T=rxmg L=rxmv
U U U
Aceleragdo = g I'=Rmg L=Rmv

\ dL d d vV _

im 22 Lei: T——:>ng——(RmV):>g—
V¢lmg dt 1 dt dr



Eixo fixo

ATE AGORA CONSIDEROU-SE ROTACAO
COM UM PONTO FIXO
(3 graus de liberdade)

Nao havia um eixo fixo

AGORA CONSIDERAR-SE-A ROTACAO EM
TORNO DE UM EIXO FIXO
(1 grau de liberdade)

TRANSLACAO | ROTACAO
dr do
dr = do xr
\ ®
V=0 Xr
a = dv/dt a=do/dt
F T=rxF
p L=rxp
2a.Lei Newton =l
F = dp/dt dt

2a.Lei Newton

F=ma

m

1
K=—mv.2
2l'll

Senao o analogo de massa m tera que ser uma matriz 3x3




Eixo fixo

Momento angular de uma particula em movimento circular uniforme

r=zk+p pEp|(i<208¢+jsen¢)|
|
4 p - [3 = radial
’ V_dr_dp_a) (—isen wt + jcos wt)
o/ ad 7 e en
@) ~ .
5 Yy v,=0 ¢ = tangencial

(k,P,®) = triade ordenada pela regra da mao direita: § x p=0 o X 5
“

Momento angular: ¢ — px mv = (ZIA(-I-p)XWlV = Zﬁxmwp®+p@xmwp®

0 = —mzap p(t) + marp2 k

Varia no tempo Constante no tempo



Eixo fixo

t=rxF =—-¢zma?p

0 = —mzwp p(t) + mop2 k
di dp(t)

= —mzwp

= T=—
dt dt

Torque da forga centripeta — eixo balanceado

o\
@ Torque da

Como

Torque da forgca Terra-Lua em

=rxF= 30 &
T 0 relacdo a Terra=0
Torque e
sobre a e R
particula "

particula |
sobre as Movimento da
barras e a particula nao
base. tenta curvar
Sentido as barras.
de curvar U
a base Rotacao
para fora. T=rxE+r,xF =0 em eixo
U balanceado
_ _ 27
Rotag&do em L=£{ +L6,=2mopck
eiXxo nao dL
balanceado T= E =0



Eixo fixo Momento angular de um corpo rigido — Momento de inércia

® __ 2%
b 14 ;= —m.zop, (1) + m.op; k

L=Y/¢.=—op()Em.z. p.+ kY. m.p.2
I l I 1171 I 1" 1

_ _J k Constante
Varia no tempo

no tempo

v

Se nulo = eixo balanceado.

X Se nao nulo o eixo sera forcado radialmente para fora.

Se 0 eixo suporta os torques no plano xy = a rotagédo se da em um eixo fixo

U

S6 interessa a componente L,

v v V
LZ:(Zml.pl.z)a): LZ:}ZaV) Compare com p, =mV, — [ analogoam
1 4 ——
VvV )
]Z=§,ml.pl.

Derivando em t: |T, = I,a| = Analogo a F=ma

I.=Momento de Inércia



Eixofixo 7. =/« IZEZ_ml.pl.z
I

Energia Cinética

TRANSLACAO ROTACAO
dr do
dr =doe xr
\% ®
V=@ Xr
a=dv/dt o=dw/dt
F T=rxF
p l=rxp
2a.Lei Newton e
F = dp/dt Yt
2a.§;l\}lﬂev:ton T, =1.a
m I, = Zml.,()l.2
I
K=sSmy2 K=L11_w2
YTl 2°Z




EXEMPLO: L ,
© m Momento de inércia do corpo mostrado na figura, em

relacao ao eixo perpendicular ao plano de escrita, no
ponto E. Os aros que vao do eixo as esferas tém massa

desprezivel, e o raio das esferas € muito menor que /.

2m

Cada esfera pode ser tratada como uma particula cuja
distancia ao eixo ¢é igual a /.

2 4m,p,2+m

_ 2 2 _ _
IE—ml,o1 +m, 0, 3P3 4P :>IE—(2m+m+m+2m)12—6ml2
Se torque B _ i—j Determi I 3
_ T. =1 4+7.4+7.+1 . =2IFKk+IF') etermine a aceleragéo
aplicado: "E 1 "2 3 4 J2 angular em torno do eixo.
Deve-se usar a componente I, \/EZF B \/EF

. I.=1l.a0a =a= - —> =
do torque na diregao z. z °Z I, 6ml2 6ml

Encontre a velocidade e o p \/_ t
deslocamento angulares ) _ [ o/ (') ' = 2F ( A0=()ydr = J2F 2
0 6m! 12ml

em funcéo do tempo.
Suponha que @(0) = 0.



EXEMPLO: / de um anel de raio R e massa M , em relacéo ao

eixo que passa pela seu centro, perpendicular ao
seu plano.

1=jR2dm =R2jdm=MR2

EXEMPLO: I de um disco de raio R e massa M , em relacao

ao eixo que passa pela seu centro, perpendicular
ao seu plano.

M
I = Ir2dm dm=——dA = £27zm’r = 2ﬂm’r
7R2 TR2 R2
R R 2
]:jr2dm :2MJ.]/'3d]/' :2—Mj.r3d]/':MR
R2 | R4 () 2

EXEMPLO: I de um disco de raio R e massa M , em relagcédo ao eixo
perpendicular ao seu plano, que passa tangente a sua borda.

MR2

Teorema dos eixos paralelos: [ =1, +Md2 =1= + MR2 = %MR2



I de uma porta de largura D e massa M , em
relacao ao eixo que passa pelas dobradicas.

OU / de uma barra de comprimento D e massa M, em

relacao ao eixo que passa por uma de suas extremidades.

2
[ =[x dm
Porta: dm = EdA = ﬂhdx = %dx
Dh Dh D
D
Barra: dm:%dx ] = Ag (j)xzdx— %MD2

EXEMPLO: Porta de largura D=80cm e massa M=15Kg.

Forca F=20N, perpendicular a porta, na extremidade livre.

. 2
1z%MD2:15Kg (30’8m) ~3,2Kg - m2

r=F-D=20N-0,8m=16Nm

T=1a :>16Nm=3,2Kg-m2a — o= 16Nm =5,0—

3,2Kg-m?2

0 D x

Aceleracao angular a = ?

rad

SZ



Exemplo: Rolamento e Deslizamento de corpos com simetria cilindrica ou esférica

DESLIZAMENTO TRANSLACIONAL &5  DESLIZAMENTO ROTACIONAL
\ wr

Y
v

N

MOVIMENTO GERAL

V= 2o0r

v =wr = ROLAMENTO V =or
N&o ha deslizamento. Atrito estatico # 0 = v,= 0 v,=0

Pode-se considerar um eixo, que se move, passando pelo ponto de contato com o chao.

ROLAMENTO COM DESLIZAMENTO ROLAMENTO COM DESLIZAMENTO
TRANSLACIONAL =V > wr ROTACIONAL = VvV < wr



EXEMPLO: Corpo de massa m pendurado em roldana de raio r

e momento de inércia [ por corda sem massa. A
roldana gira sem deslizar.

ACELERACAO = ?

Método 1;: 2a.Lei de Newton:

Bloco (translacdo) Mas o = a — mg _]_a o rr
mg —T =ma r 72 la
Roldana (rotacdo) mg g mgl

—>da= = |a =
I-r=la m+Ijr <ﬂmb

Método 2: Conservacao de Energia:

Quando o deslocamento do corpo tiver sido y (origem no ponto inicial) :

1 1 1 1
E=0E, =—mv' +—Io" —m v+ = It =
i =5 5 gV :>2mv +2]a) mgy

Derivando em relagao ao tempo:

mvd—v+[a)d—w—m Q = mya+ —g—m)/ 3(1+ ! ja:g
dt a - g mr2




EXEMPLO: Dois blocos suspensos por uma roldana com momento de
inércia /. O valor de M é maior do que o de m, e o atrito do fio com a

roldana é suficiente para que ela gire sem haver deslizamento do fio.
Calcule a aceleragéo angular da roldana. T2 1 T
R 4
Conservacéo de Energia: . 1
y
ApOs os corpos se deslocarem de y, em sentidos opostos: [m
2 2 2
AU =mgy— Mgy e AK:mV _|_MV +1a) onde V = wR ly
2 2 2 mg
202 2
AK+AU:O:>(m+M)R2a) MLy Y, Mg
o ) , (M —m)gR
Apos derivar em relagao ao tempo obtém-se: o = «—
(M +m)R2 +1
Leis de Newton: Veja as forcas em cada corpo
TORQUE: (Tl—Tz)Rzla v
o Me~Tj=MaR (M ~m)g R=(T, =T, ) R+ (M +m)aR?

Iy=mg=maR | (\ —m)gR=[(M+m)R2+1 |a



Movimentos Externo e Interno de um corpo
Movimento de um corpo = TRANSLACAO (de um ponto O) + ROTACAO (em torno dele)

Entdiose O=c.m.:  TRANSLACAO = Mov. Externo e ROTACAO = Mov. Interno
3 I =Top 41, Vo=Veu TV
rChg‘zr V2=V 242 Vo 4V 2
Lir K= Z%ml.vl.2
l P, ..~MV,=0, no ref. do CM

_1 - 2 : 1 2
—2(§mlJvcm+V0m Zm ir+2§4mivir

1 2.1 2 —
K= 2MVC”” ty2mV, S onde K Ktranslagﬁo i Kintemo

Se Mov. Interno = ROTACAO em torno de um eixo:

_ _1 2 )02 =L 702
V.. =0p;= Kinterno _5(;’"1"01' ja) —Ela)



Movimentos Externo e Interno de um corpo
Movimento de um corpo = TRANSLACAO (de um ponto O) + ROTACAO (em torno dele)

Entdiose O=c.m.:  TRANSLACAO = Mov. Externo e ROTACAO = Mov. Interno
r3r — —
I =Tep +T, V.=Veu +V;,
Fewm

L=Mr xv_ + Zml.rl. XV,
i

L=L

trans i

+L, Mrcmxvcm+2mr XV,
i

E se 0 Mov. Interno € Rotag&o em torno de um eixo: V.. = wp; = L=L + 1w

r trans



EXEMPLO: Mostre que os movimentos interno e externo de um corpo rolando
sobre um superficie, sem deslizamento, podem ser considerados como
apenas uma rotacdo em torno de um eixo passando pelo ponto de contato

entre o corpo e a superficie. a)/
K=1mv2+1] @2 L=RMV +1, 0 v
2 20 0 : .

R

I, em relagdo a um eixo passando pelo centro de massa

sem deslizamento = V = @R

Mas 10 +MR2 =]

I R202 417 w21 2),2
K=\ MR202+ I o 2(10+MR ja)

€ o0 momento de inércia em relacao a

_ B 9) um eixo passando pelo ponto de
L=MRw+ loo= ([0 MR )a) contato com a superficie.

= 17472
K 2] )

L=1w




EXEMPLO: Corpo de massa m, raio r € momento
de inércia /,, com relacdo a um eixo passando
pelo centro de massa (C.M.), desce sem deslizar
um plano inclinado de angulo 6.

A) ACELERACAO DE TRANSLACAO DO C.M. ? 0
Método 1. 2a.Lei de Newton (eixo passando pelo centro de/"massa)
Torque: 7=F,r = Fyr=1,x Veja as forgas que atuam no corpo
o = F,r2=1,a mgr2send = I ,a+ mar?
ransl.
do CM mgsent— F, =ma mrzgsené’ — g = gsent P —
a= 1+ 1 /mr
I, + mr2 0

Método 2: 2a.Lei de Newton (eixo passando pelo ponto de apoio)

Embora haja translacdo do C.M., podemos considerar todo o movimento
como apenas ROTACAO em torno do eixo passando pelo ponto de apoio.

TORQUE : 7 = mgr senf t=1la =>a= mgrlsenﬁ Mas V=ro—>a=ra
2send sen @ sen @
= =" —a=2 Mas ]:[O+mr2:> a=-%
I I/mr? 1+ 1 /mr2 | €




Método 3: Conservacao de Energia

Ap0os deslocamento x (positivo p/baixo) :

AK+AU=O:>%[C()2 —mgxsend =0

0
. sen & 0
Derivando em ])(ﬁ _ mgy/senH g =2 __gsen
relagéo ao tempo: oy I/ mr2 1+1 /mr?
B) Forca de Atrito necessaria para nao haver deslizamento ?
TRANSLACAO DO CENTRO DE MASSA:
mg sen @ 1
mg sen6 — F, =ma = = F =mgsend|1— —|F = mg send
1+1 /mr? 1+1 /mr? C 1l+mr2/1
C) Condig¢des para nao haver deslizamento ?
mg sen 6 tan &

<UuN=pumgcosd = tanf@<u(l+mr2/l) = pu>

1+mr2/1 1+mr2/1



EXEMPLO: Um ioi6 tem massa M e momento de inércia /. O carrete!

onde se enrola o fio tem raio R. Determine a aceleacao do centro de
massa do i0i0 e sua velocidade apos ter se deslocado de y.

_____________

Conservacao da energia mecanica: DERIVADA:

K=lmv2+1]02= l(M+12jv2 — Mgy —»MA M+—
R

2 2 2
/

V=wR V=

I+ M+
MR2 R?

Leis de Newton: FORCAS: Mg, T

TORQUE: TR=Ia = ]% —~7=7%

R M,
) — q=_ M&
TRANSLACAO: Mg —T = Ma M+ L

Usando-se v2=2qy obtém-se a velocidade.




EXEMPLO: MOVIMENTO COM DESLIZAMENTO o
Corpo de massa m, raio r e velocidade angular O/
inicial @, € colocado sobre uma superficie plana,

com a qual tem um coeficiente de atrito cinético . F,
Determine Vv(t) e aX?).
FORGAS:  N=Mg F,=uN =uMg Mg
Atrito acelera o centro de massa:  yMg=Ma —=a=pug —Vv=ugt
Atrito desacelera a rotagdo: [a=—uMgR — o =-— ’LlAng > 0=0,- ’UAngt
MgR2
o =" Rw(t,)=V(, = Rw ,— H [g ) = 1gt,
Rw
0 Row Row
Ro(t t, = 0 Rw(t,))=V(t,)) = o
0 T (fp) = V(o) N
HE 7 N
EXEMPLO: Refaca o problema supondo

> @, nula e v, diferente de zero.



Conservacao do Momento Angular

JL T ~> =0= L, =constante
T=— T=0=L=constante {7, =0= L, =constante
t T y = 0= Ly = constante

EXEMPLO: Um cilindro oco de raio interno R desce vestindo
outro cilindro de raio ligeiramente menor, sem tocar nele, até
tocar um pequeno ressalto na base inferior do cilindro de baixo.
Este ultimo cilindro gira sem atrito em torno de um eixo preso a
uma plataforma fixa e sua velocidade angular inicial, antes do
outro ser abaixado, era w. Determine a velocidade angular final
do conjunto. Os momentos de inércia sao dados na figura.

O torque externo sobre o sistema, na I =
direcao do eixo de rotacao (z) € nulo zJ z,f

4

— Q)
I, +1

:>Ila)=(]1+12)a)f :a)le ;



EXEMPLO: Bailarina inicialmente girando

com velocidade angular @, com os bragos
abertos e uma perna esticada (momento

de inércia /) repentinamente os fecha ‘
(momento de inércia /) .

As forcas da gravidade e da normal exercem torque resultante nulo sobre o corpo da
patinadora, portanto o seu momento angular so6 € afetado pela forca de atrito, de
torque muito pequeno. Desprezando-se a forca de atrito:

PN,
0~0 f f [f



EXEMPLO: Distancia minima entre um
meteoro e a Terra — Um meteoro em uma
trajetoria proxima a Terra esta a uma
distancia r até o seu centro e velocidade V,

medida no referencial da Terra.

Determine a menor distancia entre a trajetoria do meteoro e o centro da Terra.
Momento angular inicial Lo =nVb

No ponto de aproximagao minima, a velocidade do meteoro sera ortogonal a
linha que vai dele ao centro da Terra; senao, a distancia ao centro da Terra
estaria diminuindo ou aumentando, nao sendo portanto um valor minimo. Assim,
naquele ponto o momento angular do meteoro sera LR =mVR

Conservacdo do momento angular: mVb=mVR = V:?QV

Conservacéo da energia 1mV2—GA{]n:%m VZ_G]\/I[én

2

~GM+)G2M 2+(v2-2GM b2y 2

Resolvendo esse sistema: R=
v2-2GM
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