Capítulo I

Termodinâmica de Equilíbrio de Cristais Líquidos   



Para obtermos a energia livre de equilíbrio de cristais líquidos e estudar a transição  Nemático-Isotrópica, trataremos o problema como um fenômeno tipo ordem-desordem. 


Identificamos um parâmetro que é nulo para o estado de equilíbrio que descreve a fase isotrópica e igual à unidade para o estado de equilíbrio que descreve a fase nemática com total ordem.


Primeiramente identificaremos esse parâmentro, microscopicamente e macroscopicamente. Em seguida veremos como os dois estão relacionados. Faremos então a termodinâmica para o problema, deixando livre esse parâmetro, comumente conhecido como parâmetro de ordem. Identificada a energia livre em função do parâmetro de ordem, a idéia é procurar o valor do mesmo que a minimiza. Para facilitar usaremos uma expansão da energia livre, essa expansão é chamada expansão de Ginzburg-Landau e tem sua validade limitada a temperaturas próximas da temperatura de transição.

I.1) Parâmetro de Ordem Microscópico

Desejamos encontrar um parâmetro que caracterize a ordem do  sistema na fase nemática. Para isso localizamos a direção preferencial de orientação das moléculas em relação ao referencial do laboratório e colocamos o eixo z   do mesmo nessa direção.


Devido a flutuações térmicas  as moléculas do sistema estão em média orientadas segundo a  direção de z  . Essa direção define o vetor  diretor.


O estado de ordem nemática com maior ordenamento possível é aquele no qual todas as moléculas do sistema estão apontadas para a mesma direção. Assim, para caracterizar uma ordem intermediária, identificamos um vetor unitário 
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 , associado  a cada molécula do sistema. Devido às flutuações térmicas, esse vetor tem as seguintes componentes:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  






(I.1)

A figura I.1  mostra a relação entre o vetor 

 e o sistema de referência do laboratório.


 EMBED Word.Picture.8  


fig I.1: Definição do diretor

Os vetores 
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 podem ocupar qualquer posição da esfera unitária centrada em sua origem. O número de moléculas que têm o vetor 
 EMBED Word.Picture.8  

 num elemento de ângulo sólido 

  é dado por 

, sendo que 

 é isotrópica em relação a 

, ou seja, há um mesmo número de moléculas para cada ângulo  

.


A primeira tentativa para caracterizar a ordem é fazer uma média das componentes z  dos vetores 

. No entanto, esse número é identicamente nulo devido à simetria da  fase nemática, 

. Tentemos então obter a caracterização da ordem com a média de 

. Designando essa média (média térmica) por  

, teremos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.2)

Aqui usamos a função de distribuição dependendo apenas de 

, devido à isotropia em 

.


Suponhamos agora que o sistema se encontra na fase nemática mais ordenada possível. Para esse caso 

 e :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




(I.3)


Fazendo o mesmo para a fase isotrópica, na qual 

 tem o mesmo valor para qualquer que seja 

, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




(I.4)


Observamos então que 

 não é o parâmetro de ordem com as características que queremos, mas se usarmos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



      (I.5)

teremos as características desejadas:


a) para a fase nemática mais ordenada possível:  

.


b) para a fase isotrópica:  

.




, é o parâmetro de ordem da transição. A designação 

 é devido a este ser o polinômio de Legendre de segunda ordem.


De modo geral, a escolha do parâmetro de ordem que descreve uma determinada transição envolve considerações sobre simetrias das fases do material e não nos envolveremos com essas considerações. Os interessados podem encontrar algo na referência [29].

I.2) Parâmetro de Ordem Macroscópico


Para obter o parâmetro de ordem macroscópico usaremos a susceptibilidade diamagnética como um exemplo, embora qualquer outra propriedade macroscópica, como índice de refração ou constante dielétrica pudesse ser usada.


A magnetização por unidade de volume devida à aplicação de um campo magnético externo é dada por:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

   





     (I.6)


Para meios isotrópicos a susceptibilidade 

 é uma constante, mas para meios anisotrópicos é um tensor.


No caso da fase nemática, que possui simetria axial, com o eixo de simetria na direção do diretor, o tensor susceptibilidade pode ser escrito da forma mais geral: 


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,




(I.7)

sendo que o diretor está ao longo do eixo z .




  não pode ser um parâmetro de ordem porque não tem valor nulo na fase isotrópica. 

, por sua vez, tem valor nulo na fase isotrópica e é diferente de zero na fase nemática, pensaríamos então que poderia ser o parâmetro de ordem desejado. O problema é que 

 é um escalar e o parâmetro de ordem para cristais líquidos é um tensor de segunda ordem, devido a argumentos de simetria. Isto será discutido com um pouco mais de detalhes na seção I.5. Assim ele deve envolver também uma dependência tensorial.


Os valores de 

 e 

 variam com a temperatura e essa variação é tal que na fase isotrópica 

, ou seja, na fase isotrópica:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.8)


Se subtrairmos da diagonal do tensor susceptibilidade magnética o seu valor para a fase isotrópica, teremos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



(1.9)


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.10)




  tem a propriedade desejada de anular-se na fase isotrópica. Se fizermos 

 o valor máximo de 

 significar a máxima orientação possível e definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



(I.11)

podemos ver que a parte escalar de 

 tem valores entre 0  e 1 , sendo nula na fase isotrópica e igual à unidade na fase nemática mais ordenada possível. 


A expressão I.11  está escrita num sistema de referência com o diretor ao longo do eixo z   e pode ser transformada para se obter uma expressão válida para qualquer sistema de referência. 


Podemos, assim,  escrever o parâmetro de ordem macroscópico como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.12)

I.3) Relação entre Parâmetro de Ordem Microscópico e

      Parâmetro de Ordem Macroscópico

Para obtermos a relação entre o parâmetro de ordem microscópico e macroscópico, primeiro identificamos, como na seção 2, a direção média de alinhamento  das moléculas, o diretor. Essa direção define o eixo z  do sistema de referência do laboratório. Nesse sistema de referência a susceptibilidade é a descrita por I.7.


Devido ao fato das interações magnéticas entre moléculas vizinhas serem pequenas, podemos considerar a susceptibilidade do sistema como a soma das susceptibilidades das moléculas que o constituem. Uma observação: estamos sempre falando em susceptibilidade por unidade de volume. 


A susceptibilidade 

 de uma molécula pode ser escrita no sistema de eixos preso à molécula no qual o eixo z"  é colocado na direção do eixo de simetria da mesma: 


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.13)

A figura I.2   ajuda a entender o que foi dito acima.
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fig I.2: Esquema para obter a susceptibilidade macroscópica a partir da simetria da molécula 

Para irmos do referencial do laboratório ao referencial da molécula, podemos usar rotações com os ângulos de Euler 

, aplicando na sequência:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



   (I.14)

onde 

 significa fazer uma rotação em torno do eixo z  com ângulo 

, no sentido anti-horário.


Para obter a susceptibilidade macroscópica, devemos escrever a susceptibilidade de cada molécula no referencial do laboratório e fazer uma média semelhante à feita na seção I.2  sobre as componentes da susceptibilidade.


Para escrevermos a susceptibilidade de uma molécula no referencial do laboratório devemos aplicar o seguinte operador de rotação ao tensor:
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,



(I.15)

onde:

 
 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


(I.16)
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,


(I.17)
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.


(I.18)


Da teoria de tensores 

:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

 ou 

.


(I.19)


Realizando a rotação chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  


(I.20)


Fazendo a média sobre os ângulos, como feito na seção I (aqui é feita também a média sobre 

, que é isotropicamente distribuído) chegamos a:
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(I.21)


Escrevendo a média 

 em função da média de 

, definido na seção I:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


(I.22)


Assim, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

. (I.23)


Considerando que há N  moléculas por unidade de volume, a susceptibilidade macroscópica por unidade de volume pode ser escrita como 

, 

 e 

, assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

 e:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


É comum fazermos 

, assim, finalmente escrevemos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

                               (I.24)

I.4) Energia Livre 


Queremos montar a energia livre de Helmholtz para o cristal líquido em função do parâmetro de ordem. A determinação do valor do parâmetro de ordem que minimiza a energia livre de Helmholtz fornece o estado de equilíbrio, para cada temperatura.


Landau, em 1937, sugeriu uma elegante expansão da energia livre em função do parâmetro de ordem e suas derivadas espaciais perto da transição, para explicar transições de fase de segunda ordem. De Gennes foi o primeiro a usar essa idéia para explicar a transição nemático-isotrópica de cristais líquidos que é de primeira ordem.


Começaremos considerando um sistema macroscópico que é caracterizado por um parâmetro de ordem 

, invariante espacialmente. Qualquer perturbação do sistema, como flutuações térmicas, provocará variações espaciais no parâmetro de ordem. Consideraremos flutuações de baixa energia (grandes comprimentos de onda) que ocorrem numa escala muito maior que a escala molecular. 


Dividamos o sistema em M  pequenas regiões de volume 

, contendo um grande número de moléculas de modo a se ter uma ordem bem definida. Cada região deve ser pequena o suficiente em comparação com o vetor de onda da flutuação de baixa energia. Deste modo podemos desprezar as flutuações do parâmetro de ordem dentro dessas pequenas células.


Podemos escrever a função de partição 

 de uma dessas regiões, região 

 , por exemplo, como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



   (I.25)

onde 

  é um valor possível de energia para a região 

 ,  sem levar em consideração interações com o resto do sistema.


Aqui uma simplificação pode ser feita. Como estamos nos limitando a flutuações de baixa energia, não consideraremos todos os estados acessíveis ao sistema, mas apenas aqueles que produzam variações espaciais do parâmetro de ordem que sejam desprezíveis dentro da região  

 :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



   (I.26)

onde p   corresponde aos estados que satisfazem a condição acima.


Em seguida dividimos os possíveis valores do parâmetro de ordem em intervalos 

, tal que tenhamos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


(I.27)

onde 

  é um dos estado de energia que têm o valor do parâmetro de ordem entre 

 e 

.


Embora a região 

  seja pequena, ela deve conter um grande número de moléculas para cada intervalo 

. É significativo então, definir uma densidade de estados, 

, tal que: 

 

.



(I.28)


Assumindo que a energia é uma função contínua do parâmetro de ordem, 

, podemos substituir na expressão para 

, 

 por 

 que é a energia média dos estados com parâmetro de ordem entre 

 e 

, temos assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

que pode ser escrita como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

    (I.29)

No limite 

  podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Definindo a densidade de enegia livre 

 da região 

, quando a mesma é caracterizada pelo parâmetro de ordem 

, como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.30)

E a energia livre de Helmholtz da região 

  pode ser escrita  pela relação usual:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Consideremos agora interações entre duas regiões 

 e 

. Podemos imaginar o sistema num regime elástico tal que, quando o parâmetro de ordem tem um desvio da uniformidade espacial aparece uma força de restauração que tende a recolocá-lo na situação de uniformidade. Considerando a energia de interação entre 

 e 
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 como sendo I , em primeira aproximação podemos escrever:




 para 





  é positiva, porque a energia é mínima em estados de equilíbrio , e aumenta com 

.


Podemos escrever a energia das duas regiões como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

podemos, com essas definições escrever a função de partição das duas regiões como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.
  (I.31)


Fazendo esse procedimento para as M  regiões do sistema, chegamos à função de partição com interações elásticas para o mesmo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

(I.32)

onde 

 significa que a integral é feita sobre todas as sequências possíveis de números 

.


Vamos endereçar cada região com a coordenada espacial de seu centro. Podemos também definir uma densidade de energia e  desde que cada região tenha um volume 

:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

 ,

e uma densidade de energia de interação:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Com isso podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  


e no limite 

 teremos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Assim, cada conjunto de números, 

, é unicamente substituído por uma função espacial, 

 e podemos escrever a função de partição para o sistema como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

    (I.33)

onde a integral sobre 

 significa somar sobre todas as funções 

 possíveis.


Definindo a densidade de energia livre de Landau como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


(I.34)


A energia livre de equilíbrio é obtida achando a função para o parâmetro de ordem, que extremiza o funcional 

, ou seja, que extremiza a função de partição Z , temos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  


A equação acima mostra que a energia livre de equilíbrio é obtida com o parâmetro de ordem que extremiza o funcional da energia livre de Landau.

I.5) Energia de Ginzburg-Landau

Consideraremos agora uma expansão da energia livre de Landau ,I.34, perto da transição. Só que para o cristal líquido, o parâmetro de ordem não é um escalar, o que complica um pouco os cálculos.


Vimos que a ordem na fase nemática é caracterizada por um vetor, o diretor,(que assumiremos variar com a posição, no espírito da seção anterior: 

) apontando na direção do eixo de simetria local (na vizinhança de 

) e por 

 que dá o grau de ordenamento orientacional das moléculas.


Podemos escrever o parâmetro de ordem local, de acordo com a seção I.3:

 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Esse tensor está escrito num sistema de eixos no qual o diretor aponta para o eixo z.  Para escrevê-lo num sistema de eixos arbitrário, usamos uma rotação dos eixos com os ângulos de Euler, 

 e relacionamos os ângulos com as compontente do diretor. Assim, após alguns cálculos, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(I.35)


Na seção I.3   usamos a informação de que o parâmetro de ordem para cristais líquidos é um tensor, mas não discutimos as razões que levam a essa conclusão. Esta conclusão é obtida a partir das simetrias que possui a fase nemática do cristal líquido. Ao contrário de uma  rede de spins, que tem um vetor como parâmetro de ordem, a ordem no cristal líquido não pode ser descrita por um vetor. Um vetor não satisfaz as exigências de simetria, já um tensor sim. 


Pensaríamos que o diretor seria um bom parâmetro para indicar a ordem, acontece que não há distincão entre a ponta e a cauda de uma molécula de cristal líquido. Isso faz com que tenhamos uma direção preferencial mas não um sentido preferencial, como o seria se o parâmetro de ordem fosse um vetor. É bom observar que o diretor pode ser usado como parâmetro de ordem, desde que assumamos simetria das equações na troca de 

 por 

. Mas de um forma geral, sem essa condição não podemos usá-lo. 


Vamos fazer uma expansão da energia livre de Landau perto da transição nemático-isotrópica. Como estamos expandindo uma energia o resultado da expanção deve ser um escalar e devemos portanto ver quais combinações do parâmetro de ordem e de derivadas primeiras do mesmo, resultam num escalar. Vejamos então quais termos entrarão na expansão. A única forma de se obter um termo escalar de um tensor é tomar o seu traço, ou seja, 

 (convenção de soma), que é nulo.

O termo linear, formado com uma derivada, também é nulo, pois não há como se obter um escalar a partir de uma derivada e um tensor de segunda ordem. Ao contrário do sistema magnético, no entanto, um termo cúbico é possível ser formado com um tensor de segunda ordem, produzindo uma grandeza escalar. 


Assim, com essas observações podemos escrever, de forma geral:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

(I.36)

onde 

 é uma temperatura pouco abaixo da temperatura de transição.
Usando a expressão I.35  e observando que:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

, pois  

;


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

, 

devido à primeira relação, e





podemos escrever a energia livre em função do diretor e do parâmetro de ordem microscópico.


 Após algum trabalho algébrico, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  


(I.37)

Para obter essa expressão foram desprezados termos de superfície e usada a definição, 

.


Agora vamos incluir o efeito do campo magnético na energia livre de Landau. 


A densidade de energia magnética é dada, para campos estáticos, por:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

onde 

   é o campo magnético aplicado.


Vimos na seção I.2  que :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

   e:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Usando essas relações na expressão para a energia magnética e incluindo os termos que não dependem do parâmetro de ordem em 

 da energia de Landau, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.






Ou, em função do diretor, deixando o termo que não depende do diretor em 

:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


De modo semelhante, para o campo elétrico:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  


Ou, em termos do diretor:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

I.6) A Transição Nemático-Isotrópica

Veremos agora, a partir do formalismo de Ginzburg-Landau como encontrar algumas propriedades termodinâmicas da transição nemático-isotrópica.


Os cristais líquidos na fase nemática, quando colocados entre lâminas de vidro espaçadas por distâncias pequenas (até cerca de 100 

), se apresentam transparentes e altamente sensíveis às condições de contorno na amostra. Essa característica é muito importante e usada em estudo e aplicações de cristais líquidos.


De acordo com o tratamento recebido pelas lâminas de vidro , temos basicamente duas configurações possíveis para amostra:

a) Configuração Homeotrópica  
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fig. I.3: Configuração Homeotrópica

Nesta configuração a amostra possui um mesmo vetor diretor, perpendicular às lâminas de vidro, para qualquer região em seu interior.

b) Configuração Planar


 EMBED Word.Picture.8  


fig.I.4. Configuração Planar
Nesta configuração a amostra possui um mesmo vetor diretor, paralelo às lâminas de vidro, para qualquer região em seu iterior.


Consideremos agora um sistema espacialmente uniforme, ou seja:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

(I.38)


De acordo com a seção I.5, os estados de equilíbrio são obtidos extremizando a energia livre em relação ao parâmetro de ordem. Derivando e igualando a zero a energia de Landau para encontrar o parâmetro de ordem de equilíbrio, chegamos às seguintes possibilidades de valores de equilíbrio para S:







  e







,

onde o valor nulo caracteriza a fase isotrópica e o outro a fase nemática.


Para a existência da fase nemática sem fase isotrópica metaestável, devemos ter 

 em 

, ou seja:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Para a existência da fase isotrópica sem fase nemática metaestável, devemos ter

 em 

, ou seja:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Isso justifica o fato de escrevermos 

 onde 

 é a temperatura abaixo da qual não pode haver fase isotrópica num estado metaestável. Esta temperatura define o limite de estabilidade da fase nemática. Podemos assim escrever para o parâmetro de ordem de equilíbrio da fase nemática:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


(I.39)


Chamemos 

 o limite de estabilidade da fase isotrópica, ou seja, a temperatura acima da qual não há fase nemática metaestável, e 

 a temperatura  para a qual a energia livre tem o mesmo valor, tanto para o parâmetro de ordem nulo quanto para o parâmetro de ordem diferente de zero. Esta temperatura é definida como a temperatura da transição nemático-isotrópica.


Para achar a temperatura  de transição façamos 

. Com isso encontramos uma expressão para o parâmetro de ordem. Igualando essa expressão à expressão do parâmetro de ordem de equilíbrio e fazendo algumas manipulações algébricas, encontramos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




(I.40)


Da expressão I.39   vemos que o coeficiente do termo cúbico da expansão de Landau tem que ser negativo, caso contrário para 

 , teríamos o parâmetro de ordem igual a zero. 


O limite de estabilidade da fase isotrópica é obtido quando o radicando da expressão do parâmetro de ordem de equilíbrio da fase nemática se torna negativo, ou seja:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Resolvendo para 

 e colocando em função da temperatura de transição, encontramos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




(I.41)
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