Capítulo II
Termodinâmica de Não-Equilíbrio para Cristais Líquidos
II.1) Considerações sobre termodinâmica de não equilíbrio  



A termodinâmica é baseada em duas leis fundamentais: a primeira lei ou lei da consevação da energia e a segunda lei ou  lei da entropia. Um tratamento macroscópico sistemático que descreva processos de não equilíbrio deve ser elaborado sobre essas duas leis.


Devido ao fato de que momento local e densidade variam no tempo, leis de conservação dessas grandezas são necessárias para a obtenção da lei de conservação da energia. Assumiremos também, sempre estarmos no regime de equilíbrio local

.


As leis de conservação serão usadas nos momentos apropriados mas queríamos falar um pouco mais sobre a segunda lei, que tem um papel importante em fenômenos de não equilíbrio.


A variação de entropia de um sistema pode ser escrita como: 


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



    (II.1)

onde 

 é a entropia que o sistema troca com sua vizinhança e 

 a entropia produzida dentro do sistema devido a processos irreversíveis acontecendo no mesmo,  

.


Para um sistema isolado  

 é igual a zero e :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,




  (II.2)

sendo que a igualdade só é válida para processos reverssíveis.


Podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  





    (II.3)




 é zero quando o sistema atinge o equilíbrio termodinâmico. Caracterizar, pois, situações fora do equilíbrio é conhecer como é 
 EMBED Word.Picture.8  

 (criação de entropia) para o sistema.


Se nos restringirmos a um regime linear, ou seja, a situações pouco fora do equilíbrio, podemos obter a produção de entropia como somas de produtos de fluxos e forças apropriadamente definidos para cada problema específico.


Denominando 

 os fluxos e  

 as forças, podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




 (II.4)


Expandindo os fluxos em função das forças:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




  (II.5)


O procedimento então é achar a produção de entropia, escolher forças e fluxos e montar relações fenomenológicas entre os mesmos.


Este procedimento foi fundamentado por Onsager, a partir da mecânica estatística. O teorema de Onsager diz quais relações podemos ter entre os coeficientes que acoplam fluxos e forças, considerando a invariância no tempo, das equações de movimento microscópicas, ou seja, invariância das equações de movimento sob a tranformação  

.


Para enunciar esse teorema, (não o provaremos), discutiremos o caso de um sistema  isolado.


O estado do sistema pode ser descrito por um número de parâmetros independentes que podem ser de dois tipos:





:  invariante sob a transformação  
 EMBED Word.Picture.8  

;





:  muda de sinal sob a transformação  
 EMBED Word.Picture.8  

.


A's  são pares e B's   são ímpares sob a inversão do tempo.


Designando os valores de equilíbrio dessas grandezas por:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

   e  

.


Os desvios de todos os parâmetros de seus valores de equilíbrio podem ser escritos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

   e   

.


No equilíbrio a entropia é máxima e  

.


Perto do equilíbrio podemos fazer uma expansão de Taylor da entropia, o que nos leva a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


(II.6)

onde:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

  e 


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Assumindo que podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

 


     (II.7)

e


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


     (II.8)

onde as matrizes  M's  são as matrizes dos coeficientes fenomenológicos ligando as variações de 

  e 

  no tempo. Essa idéia é razoável, pois o sistema tende a voltar ao equilíbrio se ele se encontra um pouco fora do mesmo. A relação é linear porque supomos que o sistema está apenas pouco fora do equilíbrio.


Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

   (i=1, 2, ..., n);

       (II.9)


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

   (i=1, 2, ..., m).
               (II.10)


Resolvendo o sistema acima para 

  e 

 :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

 e


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Usando essas relações nas equações II.7  e  II.8 , encontramos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  





(II.11)

e 


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



(II.12)

onde :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  




     (II.13)


O teorema de Onsager diz que se considerarmos o fato das equações de movimento microscópicas serem invariantes à transformação 

, chegaremos às seguintes relações entre as matrizes  L's :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  





  (II.14)


A força 

 é conjugada do fluxo 

 e a força 

 conjugada do fluxo 

. Podemos assim escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  




       (II.15)


Embora o teorema de Onsager tenha sido enunciado para forças cujos fluxos conjugados são derivadas temporais de variáveis de estado, ou seja, a produção de entropia é uma derivada total, pode ser mostrado que as relações dos coeficientes de Onsager também valem para definições de fluxos e forças que não satisfaçam essa condição, mas que gerem para a criação de entropia uma forma bilinear como a mostrada acima.

II.2) Teoria do grupo de Harvard para a dinâmica do 
parâmetro de ordem 



O que faremos nesta seção é muito parecido com o que é feito na referência [5]  para  se chegar à primeira teoria surgida para tratar dinâmica de cristais líquidos. Esta teoria, comumente conhecida como teoria de Ericksen e Leslie, (seus elaboradores), versa sobre a dinâmica do diretor. Uma outra  teoria, baseada na teoria de Ericksen-Leslie, mas que engloba o parâmetro de ordem tensorial, foi feita por um grupo de pesquisadores da Universidade de Harvard. Nesta seção utilizaremos as considerações da seção anterior para estabelecermos a dinâmica do parâmetro de ordem tensorial, usando a toria do grupo de Harvard, que recupera a dinâmica do diretor e traz consigo um aspecto novo: a dinâmica do parâmetro de ordem escalar.

II.2.a) Condições de Equilíbrio


Podemos escrever a energia livre do cristal líquido como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,




(II.16)

onde:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  




  (II.17)


Pensemos em como 

 pode variar, considerando que caracterizamos o estado do fluido com a determinação do parâmetro de ordem e do campo de velocidade:


I) por variações de 

, mantendo fixo o centro de gravidade da partícula de fluido* , que levam a 

 e 

 diferentes de zero.


II) Por deslocamentos do centro de gravidade da partícula de fluido  mantendo 
 EMBED Word.Picture.8  

 constante. Isto leva a 

 e 

.


Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

    (II.18)


Mas 

 pode ser escrito como** :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


(II.19)


Temos também que 

 tanto para a variação (I) quanto para a variação (II) são iguais, pois são avaliadas no mesmo ponto 

. Podemos então escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.   (II.20)


Considerando regimes incompressíveis** : 


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



      (II.21)

Usando a teoria de Lagrange, a condição de equilíbrio pode ser encontrada fazendo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

, 


(II.22)

onde o último termo é devido à condição do traço do parâmetro de ordem ser nulo. Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

    (II.23)


Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  





  (II.24)

e


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,  


    (II.25)

podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.    (II.26)


Fazendo uma integral por partes no segundo termo e desprezando termos de superfície teremos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.       (II.27)


Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.                         (II.28)


Podemos então escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  



Como Q  é simétrico (outra condição de vínculo), H  também é. Assim, podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  



Fazendo uma integração por partes no segundo termo e desprezando termos de superfície chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  



   (II.29)


Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



    (II.30)

temos que as condições para haver equilíbrio são:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

, 



 (II.31)


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



       (II.32)

Trabalhando um pouco a segunda condição de equilíbrio chegamos a* :


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


     (II.33)

Essa relação define a pressão hidrostática.

II.2.b) Torque devido ao parâmetro de ordem

Para verificarmos o equilíbrio dos torques, mostraremos que o torque externo, deve ser equilibrado pelos torques de superfície na amostra.


Usaremos a simetria do nemático que diz que a energia de distorção é invariante se rodarmos os centros de gravidade da partícula de fluido e o parâmetro de ordem com o mesmo ângulo.


Na referência [5] é feita uma rotação do diretor, aqui, como a variável que define a ordem é um tensor, rodaremos o sistema de referência e encontraremos as componentes  no novo sistema. Com isso calcularemos a variação ocorrida.


Podemos escrever as componentes do parâmetro de ordem no novo sistema de referência como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


(II.34)

Onde, considerando termos até primeira ordem no ângulo de rotação, 

, e fazendo uma rotação do sistema de eixos em torno do eixo "x "  (poderia ser "y"  ou "z" ), podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



    (II.35)

Escrevendo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


       (II.36)

aplicando a rotação no tensor parâmetro de ordem e subtraindo das novas componentes as componentes iniciais, encontramos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

que pode ser escrita, compactamente como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(II.37)

Nessa expressão, 

, representa as componentes do vetor de rotação:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



       (II.38)


Para a rotação dos centros de gravidade devemos escrever 

, pois a expressão 

 roda o vetor e nós rodamos o sistema de referência para achar as novas componentes do parâmetro de ordem. É fácil ver que rodar o vetor de 

 é o mesmo que rodar o sistema de 

.

 
Considerando a variação da energia de distorção do nemático, inclusive com os termos de superfície:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

(II.39)

Podemos escrever:






 



(II.40)

e


 EMBED "Equation" \* mergeformat  



       (II.41)

Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Como 

 é arbitrário:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.
(II.42)

Mas:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

e


 EMBED Word.Picture.8  

.

Logo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Podemos então escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


(II.43)

Aqui deve-se tomar cuidado para não confundir a notação de campo magnético com a de tensor "campo molecular".


Substituindo II.43  em II.42 , chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.
   (II.44)

Usando I.11  é fácil ver que:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

e no equilíbrio:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


Podemos então escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

(II.45)

Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Temos que no equilíbrio:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

, 



  (II.46)

onde 

 é  força por unidade de volume na amostra. Mas:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

e no equilíbrio o torque da força por unidade de volume é nulo, ou seja:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



   (II.47)


Substituindo em II.47  a relação II.46 e usando o teorema da divergência, chegamos à seguinte relação:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  




          (II.48)

Substituindo II.48  em  II.45 , chegamos finalmente a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

(II.49)


Esta relação diz que o torque externo aplicado na amostra é balanceado por torques na superfície da mesma e explicita a contribuição do diretor ao torque total.

II.2.c) Produção de Entropia e Termodinâmica de Não-

          Equilíbrio


Veremos agora como obter a produção de entropia, com isso definiremos fluxos e forças e obteremos as equações que descrevem a dinâmica do parâmetro de ordem.


A energia livre de Helmholtz pode ser escrita como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


 (II.50)


A variação de entropia pode ser escrita como segue:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,



  (II.51)

onde 

 é a entropia trocada com a vizinhança e aqui não será considerada pois estamos desprezando os termos de superfície.


A relação entre a energia de Helmholtz e a entropia é dada por:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




(II.51)

Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

  é nulo, pois pela conservação da energia o único modo da mesma aumentar é por troca com a vizinhança, que estamos desprezando. Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

 




(II.52)

e:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

       (II.53)


Para uma porção de fluido, a segunda lei de Newton pode ser expressa como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,

onde 

 é a quantidade de momento com direção 

  que entra pela superfície cujo vetor normal tem a direção 

.


Usando o teorema de transporte de Reynolds * , chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Do mesmo modo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  




  (II.54)

Definindo: 

, podemos escrever para a variação de F  , usando resultados já obtidos quando calculamos as condições de equilíbrio:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


(II.55)

e:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Observando que o vetor 

  é o vetor deslocamento, podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


(II.56)

onde 

  é a componente 

  do campo de velocidades do fluido.

Definindo  

, que é denominado tensor de viscosidade.


Antes de prosseguirmos com a termodinâmica de não equilíbrio vamos ver que informações podemos tirar do tensor de viscosidade, mais precisamente da parte antissimétrica do mesmo.


Definamos o vetor:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.




(II.57)

Vamos derivar uma expressão explícita para o vetor  

. Este cálculo é feito no pêndice A.3 .  Encontramos:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  





(II.58)


A referência [7] define 

 com um sinal trocado em relação à referência [5]:






, referência [7];






, referência [5].

Nos cálculos feitos até agora usamos a definição da referência [5], mas, como estamos seguindo a generalização da teoria de Ericksen-Leslie para o parâmetro de ordem, e essa é feita na referência [7], adotaremos a definição usada nesse trabalho. Assim sendo, vamos redefinir o vetor  

 como segue:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(II.59)


Fisicamente podemos dizer que 

 é o torque por unidade de volume exercido pelo grau de liberdade interno  

.


Para derivar a fórmula final para a produção de entropia separaremos as partes simétricas e antissimétricas dos tensores envolvidos. Assim, podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



   (II.60)


Fazendo o mesmo com o tensor de viscosidade:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



  (II.61)


Usando a definição de 

. É fácil ver que

 

. 


  (II.62)

Podemos então escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


  (II.63)

Trabalhando um pouco essa expressão e relembrando a simetria dos tensores 

 e 

, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


       (II.64)


Escrevemos a produção de entropia como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


  (II.65)

Agora, substituindo os tensores por suas partes simétricas e antissimétricas e usando o fato de contrações duplas de um tensor antissimétrico de segunda ordem com outro simétrico serem nulas, chegamos a:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

      (II.66)

Definindo:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


  (II.67)

podemos escrever:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.



(II.68)


Temos a expressão que estávamos procurando para a produção de entropia.


Definamos como fluxos as grandezas 

  e 

, e como forças as grandezas 

 e 

. Observe que:





 e 

  são ímpares à inversão do tempo e





 e 

 são pares à inversão do tempo.


Podemos expandir os fluxos em função das forças ou forças em função dos fluxos. Seguiremos a referência [7] que faz fluxos em função das forças. Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

,


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

, 



 (II.69)

sendo que:





  é a força conjugada ao fluxo  

;





 é a força conjugada ao fluxo  

.


Aqui há uma diferença importante em relação à teoria de Ericksen-Leslie. Uma expansão dos coeficientes fenomenológicos em função do parâmetro de ordem não termina. Para pequenos desvios do equilíbrio, pegaremos apenas termos independentes de  

. 


Assim sendo, podemos escrever a dependência tensorial das matrizes dos parâmetros fenomenológicos como:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.

Por conseguinte:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

;


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


     (II.70)


Essa última equação é  escrita dessa forma, com o coeficiente fenomenológico 

 no denominador, por pura conveniência. Nessa situação temos o coeficiente fenomenológico envolvido com unidade de viscosidade.

Pelas relações de Onsager, 

, pois 

 é par e 

 é ímpar. Assim:


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

;


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


     (II.71)


Usando a definição de 

, podemos finalmente escrever:






;


 EMBED "Equation" \* mergeformat  

.


       (II.72)


Essas equações fornecem a dinâmica do  parâmetro de ordem tensorial que engloba a dinâmica do diretor e a dinâmica do parâmetro de ordem escalar.

*  A idéia e definição de partícula de fluido estão no apêndice C.


** Apêndice A.1


** Apêndice B.


* Apêndice A.2


* Apêndice B
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