II – Fundamentos da Hidrodinâmica

II.1 – Fluidos Ideais

Neste capítulo abordaremos os princípios básicos da hidrodinâmica que geram as equações usadas para tratar nosso experimento.

A hidrodinâmica é definida a partir de variáveis termodinâmicas, como a densidade e a pressão. Apesar dos resultados termodinâmicos serem basicamente de termodinâmica de equilíbrio, durante nosso experimento os fenômenos envolvem basicamente termodinâmica fora do equilíbrio, pois o campo de pressão é definido na dinâmica do experimento. Entretanto, assumiremos equilíbrio local para nossas grandezas, ou seja, afirmamos que em pequenos volumes a pressão, ou outra grandeza qualquer, irá variar pouco, de tal forma que as equações da termodinâmica sejam válidas para esses volumes. Assim garantimos a validade da hidrodinâmica como um fenômeno macroscópico num meio contínuo, pois consideramos que sempre nosso menor volume é constituído por um grande número de moléculas,  mesmo quando estivermos falando de um volume físico infinitesimal, ou seja, adotamos a hipótese do contínuo. Dessa forma, utilizaremos o conceito de partícula de fluido, que deve ser entendido como dito acima, no qual um ponto qualquer considerado será formado sempre por várias moléculas.

Nesse capítulo, seguiremos o descrito no livro de Landau e Lifshitz [11].

Um fluido pode ser caracterizado completamente por 5 variáveis. As três componentes da velocidade (
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) e outras duas variáveis termodinâmicas, como a densidade 
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 e a pressão 
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, por exemplo.

Para conseguirmos caracterizar o fluido ideal encontraremos as equações de conservação da matéria, do momento e relações termodinâmicas. De tal forma que obteremos cinco equações para as cinco variáveis citadas acima.

II.2 - Conservação de Matéria

Vamos agora encontrar a equação que mostra a conservação de matéria num fluido. Considerando um volume V do fluido no espaço, vemos que a quantidade de massa que entra pela superfície do mesmo é 
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 é um elemento da superfície que cobre o volume. Usando o teorema do divergente temos 
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. O acréscimo de massa dentro do volume é 
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. Igualando as duas equações encontramos a equação de continuidade em sua forma integral: 
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 e como a equação é válida para qualquer volume escolhido podemos passá-la, para sua forma diferencial:
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II.3 – Conservação de Momento

Primeiramente encontraremos a equação de movimento para um fluido ideal. O fluido ideal não sofre perdas de calor quando uma de suas partículas desliza sobre o sólido ou outra partícula do fluido. Assim, não consideramos esses efeitos nas deduções abaixo. Ainda considerando um volume V do fluido, vemos que a força que age sobre ele é 
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. Transformando a integral de superfície numa integral de volume temos 
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, de onde podemos encontrar o elemento de força 
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,ou seja, a força por unidade de volume é 
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Pela 2ª Lei de Newton temos também a força por unidade de volume 
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Porém 
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 é a variação do momento para uma partícula de fluido, e não para um ponto fixo no espaço. Assim para transformar a variação de momento usamos a seguinte regra diferencial: 
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 é conhecido como derivada convectiva e obtemos 
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, donde substituímos na expressão ( II – 2 ) para obtermos a equação de movimento:
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Para encontrarmos as soluções da equação acima utilizamos as condições de contorno, comumente dadas pelas velocidades normais às superfícies (vn).

Para derivarmos as equações acima, não consideramos em nenhum momento fricções internas e trocas de calor, por isso chamamos esses fluidos de ideais. As cinco equações que caracterizam o fluido ideal são então as três equações de Euler, a equação de continuidade e uma equação adiabática. Essa ultima se reduz a 
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, onde S é a entropia, e representa que não há troca de calor entre as partículas do fluido. Essa equação gera uma relação constitutiva (equação de estado) entre a densidade e a pressão.
II.4 – Fluidos ideais incompressíveis

Quando consideramos os Fluídos Ideais com a densidade constante, ou seja, quando os consideramos incompressíveis, a equação de movimento ( II – 3 ) se reduz à equação de Euler:
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e a equação de continuidade em:
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No presente contexto, um fluido incompressível é definido como aquele onde não há variação da densidade, isto é, 
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II.5 – Fluidos Viscosos

Fluidos reais possuem viscosidade, que se manifesta em perdas irreversíveis de calor devido ao atrito entre volumes adjacentes de fluido. Assim, para incluirmos a viscosidade, ou seja, fricções internas nas partículas do fluido, devemos modificar a equação de Euler ( II – 4 ). Para tanto, utilizaremos a notação tensorial. Assim a equação de Euler ( II – 4 ) se torna:
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Usaremos a seguinte relação para mudarmos a equação acima: 
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, e usando a equação de continuidade em sua forma tensorial 
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, substituindo na equação de Euler encontramos:
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voltando à forma vetorial temos 
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, podemos então chamar: 
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Para entendermos 
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 podemos colocar as equações acima em sua forma integral



 EMBED Equation.2  [image: image36.wmf](
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. Assim podemos dizer que 
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 é a variação da quantidade de movimento que passa por um elemento de superfície do fluido, por isso chamamos o tensor 
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 de densidade do fluxo de momento.


O tensor 
[image: image39.wmf]ik
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 representa uma transferência de momento completamente reversível, devido ao transporte mecânico de partículas do fluido de um lugar para outro, e às forças da pressão agindo no mesmo.

O stress, ou seja a fricção interna, é uma transferência de energia irreversível, onde ocorre transferência de energia de onde a velocidade é maior, para onde ela é menor. Podemos incluir nesse tensor um termo devido à viscosidade, assim:
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onde 
[image: image42.wmf]'
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 é chamado tensor de stress viscoso e 
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é chamado tensor de stress.

A forma exata do tensor de stress viscoso depende das propriedades termodinâmicas específicas do fluido envolvido, e no contexto de uma teoria fenomenológica (como o é a hidrodinâmica), deve ser obtido dos dados experimentais. Entretanto, alguns ajustes simples possibilitam inferir a forma física desse tensor em alguns casos. Portanto, 
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 deve depender somente das variações de velocidades das partículas do fluido, e assim, considerando gradientes de velocidades baixos, teremos somente as dependências da forma 
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 é a velocidade angular constante, ou seja, para o fluido em rotação uniforme não teremos efeito de stress. Então, uma forma possível para os termos é:
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O tensor mais geral para satisfazer estas condições é:
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onde a e b são escalares se o fluido for isotrópico. Para encontrarmos a expressão para 
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, mudamos a sua forma e as constantes como mostramos abaixo:
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 e 
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 são coeficientes de viscosidade.

Partindo de 
[image: image54.wmf](

)

(

)

k

x

ik

k

v

i

v

P

ik

t

i

v

¶

s

r

d

¶

¶

r

¶

¢

-

+

-

=

 e voltando para a equação de movimento encontramos:
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 que é a equação de movimento de um fluido viscoso.

Se considerarmos um fluido viscoso incompressível teremos a equação de Navier-Stokes:
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onde 
[image: image61.wmf]m

 é a viscosidade dinâmica e 
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 é chamada viscosidade cinemática.

A equação de Navier-Stokes deve ser suplementada por condições de contorno a fim de que o perfil estático seja imposto. Essas condições dependem das condições físicas e da geometria utilizada. Assim, no fluido viscoso a camada adjacente ao sólido ficará em repouso em relação à superfície, ou seja, a velocidade do fluido na superfície será igual à velocidade da superfície ( “non slip condition” ).

II.6 – Aproximação da viscosidade

Na equação de Navier-Stokes o termo 
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, o qual indica o comportamento do sistema. Como veremos no capítulo V o número de Reynolds para nosso experimento é sempre pequeno, da ordem de 
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, o que indica um comportamento predominantemente viscoso. Podemos então, desprezar o termo de inércia nas nossas equações. A equação de Navier-Stokes se reduzirá a:
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II.7 – Aproximação de Lubrificação

Quando temos uma fina camada de fluido separando dois sólidos e um deles se move como por exemplo na figura ( II – 1 ), podemos utilizar a aproximação de lubrificação: 

[image: image72.jpg]



Figura ( II – 1 ) : Sólido movendo na direção x sobre superfície plana. bo é a menor distância dos sólidos e é muito pequena.


Nesse caso, o stress viscoso é muito maior que a força inercial do fluido, e podemos simplificar as equações, supondo a velocidade do fluido, somente no plano horizontal, ou seja, excluímos a componente vz. Ainda podemos considerar a velocidade horizontal do fluido como função somente da coordenada z, assim temos:
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