III – A Instabilidade do Impressor

III.1 – Equações de Movimento


O sistema que estudaremos consiste do cilindro que gira sobre uma cuba com uma película de óleo, como mostrado na figura ( I – 3 ). Esse sistema nos permitirá verificar o surgimento da instabilidade na morfologia da interface ar-óleo que surge na posição do menisco. Iremos utilizar os cálculos de Hakin et al. [7] para compararmos nossos dados experimentais. Então nesse capítulo descreveremos esses cálculos e citaremos a equação de amplitude, que também será utilizada para ajustar vários dados.


Utilizaremos o sistema de coordenadas mostrado na figura ( III – 1 ), onde z representa a altura, y é paralelo ao eixo do cilindro, b(x) representa o perfil do cilindro, bo indica a distância da cuba ao cilindro, xm a posição do menisco e Vo a velocidade linear do rolo.
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Figura III – 1 : Diagrama dos eixos coordenados utilizados. Extraido de [7].
Como o óleo é considerado incompressível e com um comportamento viscoso, retiramos o termo inercial da equação de Navier-Stokes ( II – 7 ). Nessa mesma equação retiramos também a derivada temporal da velocidade, pois queremos encontrar um estado estacionário, consideramos o cilindro infinito em y e com a aproximação de lubrificação onde utilizamos para velocidade a forma dada pelas equações ( II – 9 ), encontramos as seguintes equações para a velocidade do fluido. Para encontramos as equações assumimos a possibilidade de um gradiente de pressão na direção y.
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( III – 1 )

Essas equações podem ser resolvidas com as condições de contorno dadas pela velocidade nas superfícies de contato: 
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, então obtemos a velocidade do fluido:
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(III – 2 )

onde o 
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 representa o gradiente horizontal da pressão, ou seja, o gradiente nas direções x e y. Podemos então, integrando em z e dividindo por b(x), obtermos a velocidade média do fluido:
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( III – 3 )


Já que utilizaremos a velocidade média do fluido, a equação de continuidade            ( II – 5 ) assumida como verdadeira é:
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    ( III – 4 )

Vamos agora encontrar a expressão para o fluxo entre o plano e o cilindro, desconsiderando a existência do menisco. Assim o fluxo por unidade de comprimento Q é 
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 e com essa expressão podemos encontrar uma equação para 
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      ( III – 5 )

A equação ( III – 5 ) pode ser resolvida analiticamente se considerarmos o perfil do cilindro parabólico, o que não é uma aproximação ruim se trabalharmos com pequenos valores de x. Para resolvermos a equação teremos ainda que fazer a seguinte substituição de variáveis: 
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, e então integrando obtemos a seguinte expressão para P:
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( III – 6 )

onde Po é a pressao atmosférica em x=-(.

Para encontrarmos o fluxo total que passa pelo rolo, basta vermos que P(()=Po e substituirmos na equação ( III – 6 ), e assim temos: 
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III.2 – Posição da Interface Plana

Para encontrarmos a posição da interface plana, utilizaremos a conservação do fluxo e a queda de pressão devido à curvatura do menisco.


O fluxo de óleo que sai, levando em consideração o menisco, é dado pela seguinte expressão:
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onde T é a tensão superficial, 
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 mede a espessura no começo do menisco e a função F pode ser encontrada através de ajustes em outros experimentos, para pequenos números de capilaridade 
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, como feito por Park e Homsy [12], de onde tiramos sua expressão. O termo 
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 representa um fluxo na posição do menisco com velocidade média iqual à velocidade linear do cilindro, a função F então é encontrada experimentalmente, com um valor menor que 1, para fazer esse fluxo ser igual ao fluxo de matéria que sai pela película de óleo sobre o cilindro.

Como não é medida a expessura do filme de óleo usaremos o ajuste dos dados experimentais feitos por Tabeling et al. [13], obtidos num experimento clássico de Saffman e Taylor, no qual:
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Para velocidades pequenas, 
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, a queda de pressão pode ser dada aproximadamente pelo seu valor estático:
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 ( III – 9 )

onde
[image: image25.wmf]k

é a curvatura da interface no plano horizontal, que no caso de interface plana vale zero.


Então, igualando o fluxo que entra ao que sai e substituindo o valor da pressão encontrado na equação ( III – 6 ) na relação ( III – 9 ), teremos o sistema de equações            ( III – 10 ), que resolvido, fornece a posição da interface plana:
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( III – 10 )


Para resolvermos o sistema, expressamos Q como 
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 e voltamos com a dependencia em ( para a pressão, e o sistema se torna:
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No nosso experimento o termo 
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 é da ordem de 10-4, o que nos permite verificar que alfa é da ordem 2/3, ou seja, o fluxo é aproximadamente o mesmo com ou sem o menisco.

Hakin et al. [7] obtiveram resultados que mostram que a posição da interface se aproxima bastante da previsão dessa teoria.

III.3 – Análise Linear

Utilizaremos a teoria de perturbação para encontrarmos a taxa de crescimento da instabilidade no surgimento da mesma. Mas antes disso precisamos de mais algumas equações.

Com as equações anteriores descrevemos o estado estacionário do nosso sistema. Para completarmos sua dinâmica, temos que incluir a equação de movimento para a interface, que é normalmente dada pela equação de conservação do fluido:
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onde 
[image: image31.wmf]n
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 é a velocidade normal da interface no ponto 
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. Essa equação iguala o fluxo de matéria através do movimento da interface e do fluido, tirando o fluxo de matéria que sai pela película de fluido que segue com o cilindro.


Podemos então, fazer uma perturbação linear na posição e na pressão para estudarmos o surgimento de instabilidades na interface. Assim perturbamos a posição e a pressão como se segue:
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onde 
[image: image35.wmf](
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 é o campo de pressão para a interface plana dado por ( III – 6 ). Consideraremos em todas as equações até os termos de ordem ( (os termos ( e ( são da mesma ordem).


Substituindo na equação ( III – 4 ) a velocidade dada por ( III – 3 ), a posição           ( III – 13 ) e a pressão ( III – 14 ) perturbadas , encontraremos a equação para 
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Substituindo o valor da curvatura aproximado até ordem (, que é 
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, onde ( é a função que descreve a interface, na condição de contorno ( III – 9 ), temos com as perturbações:
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A equação de conservação do fluido ( III – 12 ) determinará a dependência temporal do nosso sistema que será da forma:
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Assim substituindo a equação ( III – 16 ) na equação ( III – 17 ), vemos que 
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 varia exponencialmente da forma 
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Para encontrarmos os parâmetros da instabilidade, só nos resta resolver a equação para 
[image: image44.wmf](

)

x

k

q

 ( III – 15 ). Uma aproximação para resolvê-la é considerarmos o termo 
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 e basta vermos que o termo 
[image: image48.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

dx

k

dq

m

x

k

q

1

 será 
[image: image49.wmf]k

m

 para resolvermos a equação ( III – 18 ).


Para exemplificarmos o resultado da equação para a taxa de crescimento, fizemos o gráfico da figura ( III – 2 ), que mostra a velocidade crítica para o surgimento da instabilidade. Mostra também que quando estamos acima da velocidade crítica, não há seleção de um padrão definido; temos sim, uma faixa de vetores de onda que pode definir o padrão.
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Figura ( III – 2 ) : Valores calculados para bo=200, a linha  cheia representa uma velocidade abaixo da crítica, a pontilhada a velocidade crítica e a linha traço ponto representa uma velocidade acima da critica. 

Hakim et al. [7] conseguiram resultados experimentais bem próximos dessa teoria para a velocidade crítica e o comprimento de onda crítico, porém não obtiveram nenhum dado para a dinâmica de crescimento da instabilidade, como queremos apresentar neste trabalho.

III.4 – Equação de Amplitude


Depois de disparada a instabilidade é razoável encontrarmos uma equação de amplitude para o modo k mais estável. Essa equação deve apresentar o crescimento exponencial no início da instabilidade, dado por 
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, porém, devemos ter um termo que limite o crescimento da amplitude para um tempo maior. Utilizaremos então a equação de amplitude de Landau:
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assim testaremos a validade dessa equação, que deve ter caráter geral [8] [9].


Landau utilizou a equação ( III – 19 ), pela primeira vez num problema de turbulência em hidrodinâmica. Hopf incluiu uma componente imaginária em (, de forma a permitir transições oscilatórias na amplitude do modo k.
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