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As equagoes de campo de Einstein da TRG representam uma descrigao ma-
tematica de uma entidade geométrica, o espago-tempo, definido por trés co-
ordenadas espaciais e uma temporal. Esta entidade de 4 dimensoes ¢ estabe-
lecida pelo conteiddo de energia e matéria existentes. Do lado esquerdo das
equacoes temos a descricao geométrica do espaco-tempo e do lado direito, o
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Resumo

Para darmos os primeiros passos na cosmologia relativista precisa-
mos examinar os seus fundamentos fisicos e matematicos, os quais sao,
essencialmente, a Teoria da Relatividade Geral (TRG) e o Principio
Cosmoldgico (PC) — a homogeneidade e isotropia do universo.

Teoria da Relatividade Geral

contetido de energia e momento.

Colocado de outra forma, a TRG ¢ a teoria da gravitagao de Einstein.
Ela pode ser entendida simplificadamente pela afirmacao de que “o espaco-
tempo diz a matéria como se mover e a matéria diz ao espaco-tempo como se
curvar”. Esta é obviamente uma afirmacao incompleta pois nao sé a matéria

curva o espaco-tempo, mas também toda forma de energia.



As equagdes de Einstein da TRG podem ser expressas de forma qualitativa
como:

curvatura do espago-tempo = constantex matéria-energia.

Einstein utiliza o formalismo tensorial para expressar as suas equagoes
de campo, sendo assim, a TRG é uma teoria tensorial. A propdsito, o ma-
temético alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um dos
principais responsaveis pelo desenvolvimento do cdlculo tensorial, tendo im-
portancia enorme para a formulacao da TRG. Mas, o que é um tensor? Um
tensor ¢ uma entidade matematica que possui em cada ponto do espago n™
componentes, onde n € o numero de dimensoes do espagco e m € a ordem
do tensor. Desta forma, podemos dizer que o escalar é um tensor de or-
dem 0 — portanto, tem 1 componente — e o vetor é um tensor de ordem
1 — tem n componentes. Os tensores utilizados na TRG sao tensores de
ordem m = 0,1 e 2 e 0 “espago” é o espago-tempo de n = 4 dimensdes (trés
coordenadas espaciais e uma coordenada temporal). Assim, os tensores de
segunda ordem da TRG tém, em principio, 4> = 16 componentes. Dize-
mos “em principio” porque os problemas fisicos reais impoem restrigoes de
simetria que reduzem para 10 as componentes realmente necessarias. Os ten-
sores de primeira ordem sao os vetores da TRG, chamados de quadrivetores
e possuem 4 componentes.

Nao falamos, na TRG, em “agao a distancia”; um corpo de prova nao
“sente” diretamente as fontes de matéria e energia, mas sim o campo, i.e.,
a métrica — a geometria — que estas fontes geram em sua vizinhanga. O
campo de métrica transmite as perturbagoes na geometria (ondas gravitaci-
onais) na velocidade da luz, uma situa¢do andloga ao que ocorre no eletro-
magnetismo. O campo da métrica é o anadlogo ao campo gravitacional na
teoria newtoniana, mas é um tensor de ordem 2.

A parte de matéria e energia das equacoes de Einstein é dada pelo tensor
de energia-momento. Este é o tensor que descreve a atividade energética no
espaco. O tensor de energia-momento fornece quantitativamente as densi-
dades e os fluxos de energia e momento gerados pelas fontes presentes no
espaco e que determinarao a geometria do espago-tempo. As componentes
do tensor de energia-momento sao as seguintes: a densidade de matéria e
energia, os fluxos de energia (i.e., as energias por unidade de drea, por uni-
dade de tempo), as densidades das componentes do momento, e os fluxos das
componentes do momento, que sao pressoes e tensoes de cisalhamento. Note
que “fluxo do momento” é o mesmo que “forca por area”.



O enorme sucesso da gravitacao de Newton nos fenomenos classicos —
campos gravitacionais fracos e velocidades muito menores do que a velocidade
da luz — torna quase obrigatorio que qualquer nova teoria de gravitacao se
reduza, nestes limites, a lei do inverso do quadrado newtoniana. Além da
reducao aos limites newtonianos, Einstein utilizou também, para a postulacao
das equacgoes de campo, os critérios de simplicidade e de intuicao fisica. Apds
a satisfacao destes critérios e da reducgao aos limites classicos, a validade das
equacoes formuladas deve, naturalmente, ser verificada pela experiéncia.

A TRG é expressa em duas formulagoes: as equagbes para o vdcuo e
as equagoes completas, na presenca da matéria e radiacao. As equagoes
da TRG no vacuo sao em grande maneira — e até certo ponto, parado-
xalmente, por nao serem as equagoes completas — as grandes responsaveis
pelo prestigio extraordinario de que goza a TRG. As equagoes no vacuo sao
aquelas validas para o campo da métrica no vacuo, como, por exemplo, o
campo em torno do Sol, para o qual a densidade de matéria p = 0. Einstein
propos as equagoes da TRG para o vacuo em 1915, e em 1916 o astronomo
e fisico alemao Karl Schwarzschild (1873-1916) obteve a primeira e a mais
importante solucao exata das equacoes de campo do vacuo, conhecida como
a métrica de Schwarzschild. Esta solucao aplica-se, por exemplo, ao movi-
mento planetario com grande sucesso, conseguindo a explicacao correta para
o fendmeno da precessao da orbita de Mercurio — o que nao era conseguido
pela gravitagdo newtoniana — e prevendo novos fendmenos, entre eles, a de-
flexao de um raio de luz ao passar nas proximidades de uma concentracao de
matéria. Estes, e outros testes, foram realizados com grande sucesso experi-
mental e sao eles os responsaveis pela aceitacao quase unanime da TRG pela
comunidade cientifica. A métrica de Schwarzschild é ainda responsavel pela
discussao, atual e controversa, de fenomenos como a radiagao gravitacional
e os buracos negros.

Nao sao estas, no entanto, as equacoes de campo que levarao aos mode-
los modernos da cosmologia relativista. As equagoes de campo apropriadas
necessitam da presenca de fontes de matéria e de radiacao para serem pro-
priamente aplicadas ao universo. Estas equagoes de campo, as chamadas
completas, ainda nao tiveram confirmacgao experimental definitiva.



2 Principio Cosmolégico

Para obtermos as equagoes da cosmologia relativista faremos a suposigao
fundamental do PC: toda a matéria — incluindo uma possivel “matéria es-
cura” — do universo serd, por assim dizer, moida e redistribuida de forma
uniforme pelo universo. Teremos desta forma os requisitos fisicos do PC,
i.e., a homogeneidade e a isotropia da distribuicao de matéria. O tensor de
energia-momento destas fontes, quais sejam, a matéria e radiacao com as
caracteristicas fisicas da uniformidade, se reduz a apenas dois elementos, do
total de 10, como vimos acima. Teremos apenas a pressao p e a densidade de
energia pc®. p é a pressao isotrdpica e p é a densidade homogénea do fluido.
Um fluido deste tipo é chamado de fluido perfeito.

Devemos notar ainda que p representa a pressao da radiacao e da matéria,
e, da mesma forma, p deve ser dividida numa parte da radiagao e numa
parte da matéria. A pressao da radiacao sé serd significativa nos estagios
iniciais dos modelos em expansao — um gas de fétons a alta temperatura com
p = 1/3pc?. A pressio da matéria, a qual sé aparece em estdgios posteriores,
é desprezivel. Um fluido perfeito de matéria com pressao nula é muitas vezes
chamado, tecnicamente, de poeira. Esta poeira permanece em repouso, no
substrato espacial, ja que qualquer movimento aleatério constituiria uma
pressao. Os movimentos globais de expansao ou contragao nao sao excluidos,
no entanto.

3 Modelos cosmoldégicos

Logo ap6s a apresentacao final da TRG em 1915, Albert Einstein (1879-
1955) inaugurou o estudo da cosmologia relativista. Ele publicou, em 1917,
um artigo com o sugestivo titulo “Consideracoes cosmolégicas relacionadas
a teoria da relatividade geral”. Ele adiciona, as equagoes completas, uma
constante A — denominada constante cosmolégica — para obter um efeito
cHésmico repulsivo e, assim, contrabalancar exatamente o efeito atrativo da
matéria e da radiacao do universo. Assim, ele obtém um universo estatico,
condizente com as ideias prevalecentes na época. Este modelo foi de enorme
importancia na histéria da ciéncia da cosmologia, pois foi motivo de ins-
piracao cientifica para muitos pesquisadores. O modelo gozava, entretanto,
de uma caracteristica indesejavel: era instavel sob pequenas perturbacoes
no estado de equilibrio estatico. é importante ressaltar que a constante cos-



moldgica nao altera em nada a validade formal das equagoes de campo, e
pode ser positiva — como ocorre no modelo de Einstein —, negativa ou
nula. Neste ltimo caso, naturalmente, recuperamos a formulagao usual das
equagoes de campo. Segundo o fisico e cosmologo austriaco, radicado nos
Estados Unidos, Wolfgang Rindler (1924-2019) “O termo A parece ter vindo
para ficar; ele pertence as equagoes de campo tanto quanto uma constante
aditiva pertence a uma integral indefinida.”

O fisico, meteorologista e cosmélogo russo Aleksandr Aleksandrovich Fri-
edmann (1888-1925) foi o responsavel pela préxima grande contribuigao para
a cosmologia relativista. Em 1922, ele publicou um artigo, numa prestigiosa
revista cientifica alema, com o titulo “Sobre a curvatura do espaco”, onde
ele resolve as equagoes de campo completas de Einstein, com as hipdteses
de homogeneidade e isotropia do universo — o que posteriormente ficaria
conhecido como “Principio Cosmolégico” — e obtém um modelo de curva-
tura espacial positiva (espago esférico) com fases de expansao e de contragao.
Posteriormente, reconheceu-se que este era apenas uma das possibilidades de
universos dinamicos — um universo fechado oscilante — entre outras, quais
sejam, os universos abertos: o de curvatura negativa, espaco hiperbdlico e
o de curvatura nula, espaco plano ou euclidiano. O trabalho de Friedmann
s6 foi reconhecido pela comunidade cientifica muito tempo depois de sua pu-
blicacdo. Em sua homenagem, os modelos cosmolégicos, sem A, receberam
o nome de modelos ou universos de Friedmann.

4 Ultimas palavras

O modelo estatico de Einstein foi o primeiro modelo cosmolégico relati-
vista e, também, o primeiro a utilizar a constante cosmologica. Os mo-
delos cosmolégicos relativistas modernos também incorporam a constante
cosmoldgica, e conseguem por meio dela obter a consisténcia entre a idade
tedrica do universo e os limites impostos pela evolucao estelar. Em outras
palavras, a constante cosmoldgica consegue resolver o chamado dilema da
tdade do universo.

Finalizando, ¢ muito importante lembrar que os grandes e decisivos tes-
tes da TRG sao feitos para uma solucao das equacoes de campo de Einstein
no vacuo, isto é, na auséncia de fontes de energia e momento. Esta solucao
tem inimeras aplicagoes praticas e é dada pela métrica de Schwarzschild. As
solugoes mais conhecidas das equagoes de campo completas sao exatamente



os modelos da cosmologia relativista, validas para um fluido homogéneo e
isotropico, e elas falham quando confrontadas com as observacoes. Os mode-
los relativistas s6 sobrevivem quando sao postuladas as existéncias de enti-
dades fisicas nao observadas, tais como, a matéria escura e a energia escura.

Este artigo é uma versao reduzida de um texto mais completo, o qual
inclui as referéncias bibliograficas relevantes e o formulario tensorial basico
da TRG. O leitor interessado esta convidado a ler o artigo completo intitulado
“Os fundamentos fisico-matemdticos da cosmologia relativista” [1].
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